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1. 实数 


第1章实变量 


—个分数 r * = p / 9 ( 其中 p 和 g 是正的或者负的整数）称为有理数 (rational 
number ). 我们可以假设⑴ p 和9没有公因子，因为如果它们有公因子的话，就可 
以用它们的公因子来除这两个数中的每一个数,还可以假设 （ U ) 9 是正数，这是因 
为 

?/ (-«) = (~P)/Qt (~P )/(-?) = P/9- 
取 p = 0,我们就可以在这样定义的有理数中加进“有理数0” • 

我们假设读者熟悉关于有理数通常的算术运算.下面给出的例子不要求超出有 
理数通常算术运算以外的任何知识. 

例 I 

(1) 如果7•和 s 是有理数,那么 r + 和都是有理数，除非在最后 

一种情形中有 s = 0( 此时 r/s 当然没有意义). 

(2) 如果 A , m 和 n 都是正有理数，且 m > n ， 那么 A ( m 2 - n 2 ),2 Amn 以及 
A ( m 2 + n 2 ) 都是正有理数.这就指出了如何来确定任意多个直角三角形，使得它 
们所有的边长均为有理数. 

(3) 任何有限十进制小数都表示一个有理数，其分母不包含异于2和5的因子. 
反之，任何这样的有理数都可以用唯一一种方式表示成一个有限十进制小数. 


[十进制小数的一般理论将在第4章中加以讨论」 



[在此数列中，每个有理数都无限次重复出现.例如1作为 - 而反复 
出现.如果将已经以最简分数的形式出现过的每一个数都刪除，我们当然可以避免 
这种现象的发生,然而那样一来, 确定 p/q 的确切位置就将变得更加复杂 . 1 


2. 用直线上的点表示有理数 

在数学分析的许多分支中，大量使用几何描述的方法是非常方便的. 



















①可能成立的此假设等价于著名的阿基米徳公理的 fi 设. 













































【（续 ） 


U [的几何表示这一结果就启发我们可以通过引进一种新型的数来扩 


于是有理数« 

:“数”的概念. 

不用几何语言也可以得到同样的结论.代数的一个中心问题是寻求像 

X 2 = 1, 3^ = 2 


这样的方程的解.第一个方程有两个有理根1和 -1. 但是，如果我们将数的概 
念仅仅局限在有理数范围内的话，我们就只能说第二个方程没 有根； 对于像0： 3 = 

2, x 4 = 7这样的方程也有同样的 情形. 这些事实显然足以对于所希望得到的数的 

概念作出某种推广，即便需要证明这是有可能的. 

让我们更进一步地来研究方程: r 2 = 2. 

我们已经看到，没有有理数满足这个 方程. 任何有理数的平方要么小于2,要 
么大于 2. 于是我们可以把正有理数（目前我们仅限于研究正有理数）分成两类，一 
类包含平方小于2的数，另一类包含平方大于2的数.我们把这两个类分别称为 L 
类[也称为下类 (lower class), 或者称为左类 (left-hand class)] 以及类[也称为上 
类 (upper class) 或者右类 (right-hand class)]. 显然,类的每个元素都大于 L 类的 
所有 元素. 此外容易相信，我们可以找到 L 类的一个元素,它的平方虽然小于2,但 
可以与 2 相差任意地小，也可以找到类的一个元素，它的平方虽然大于2,但可 
以与 2 相差任意 地小. 事实上,如果我们用通常的算术程序来计算2的平方根，我 


们会得到一列有理数，也即 


1, 1.4, 1.41, 1.414, 1A142,--, 

它们的平方数为 

1， 1.96, 1.988 1, 1.999 396, 1.999 961 64,…， 

全都小于2,而且越来越接近于2;在这一过程中取足够多的数字,我们就可以得到 
想要的那种精确程度的近 似值. 如果我们在上面给出的每一个近似值中将最后一位 
数字增加1，我们得到一列有理数 










这样我们就把正有理数分成了两个类 l 和 疋使得 （ i )/ e 中的每个元素都大于 
L 中的每个 元素; （ ii ) 可以找到 L 中一个元素与中一个元素，使它们的差小到我 
们希望的 程度; ( iii ) L 中没有最大的元素, fl 中也没有最小的元素.我们关于直线属 
性的通常的概念、初等几何以及初等代数的要求都同样要求存在一个教 a:， 它大于 

















这样,我们就会相信在直线 Z 上存在无理败: C 以及点 P，Z 满足与这些方程类似的 
方程，即便当这些长度不可能（像 V5 这样的长度是能够用初等几何作图法作出来 
的）用初等几何的方法构造出来时，我们依然会相信这样的数存在. 

毫无疑问，读者会回 忆起： 初等代数中像 x« = n 这样一个方程的根是用於 i 或者 nVo 


fxW+' (nT=n- 
是怎样推广到 r 和 s 是任意有理数的情形中去的 • 

卜可以从两种可供选择的途径中选择其一.如果愿意的话,他可以满足 
的无理数存在,并服从他所熟悉的代数法则 ®. 如果这样做， 


5第1版中所采纳的观点. 







程上（从头到尾用4代替 2) 能走多远.[如果我们与以前相同地来定义 L 类和只 
类，那么它们并不包含所有的有理数.有理数2就是一个例外,这是因为2 2 既不小 
于4,也不大于 4.] 

0. 无理败（续） 

在第4节中我们讨论了将正有理数 z 划分成两个类的一种特殊的方式，使得 
对于一个类的元素有： T 2 < 2,而对于另一个类的元素有： r 2 > 2. 这样一种划分的 
方式称为对所讨论的数的一个分割 (section). 显然，可以同样成功地构造一个分割， 
它所分成的两类数的特征分别由: r 3 < 2和 x 3 > 2来表达，或者分别由: E 4 < 7和 
x 4 >7 来刻画.现在让我们尝试用相当一般的表述方式来陈述对正有理数的这种 
分割的构造原理. 

假设 P 和 Q 代表两种相互排斥的性质，且其中一种性质必定为每一个正有理 
数所具有.此外，假设每个具有性质 P 的数都小于任何一个具有性质 Q 的数.例 
如， P 可以是性质“< 2”， Q 则是性质“X 2 > 2”. 此时我们称具有性质尸的数是 
下类或者左类 L， 而称具有性质的数是上类或者右类兄一般来说，两个类都存 
在.但特别地，可能会出现有一个类不存在，每个数都属于另一个类的情形.例如， 
如果或者 Q) 是“是有理数”这一性质，或者是“是正数”这一性质,就会发生这 
种情形.然而,当前我们仅限于讨论两个类都存在的情形.此时如同在第4节中那 
样可以 推出： 我们能找到 L 的一个元素和 i? 的一个元素，它们的差可以小到我们 
所希望的程度. 
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在情形⑴中，我们记 a = /3, 在情形 （ii) 中则记 a <0, 而在情形 （iii) 中则有 
a >尽显然，当 a 和0两者皆为有理数时,这些定义与从一开始就视为理所当然成 
立的有理数之间的等式和不等式的思想相吻合，而且显然任何正数大于任何负数. 

在此时来定义一个正数 a 的负数是非常方便的.首先我们假设《是无理 
数.如果 （a) 和 04) 都是构成 a 的类，我们可以这样来定义有理数的另外一个分 
割： 把所有的数放在下类中，而把所有的数 -a 放在上类中.我们用 -a 来记 
这样定义的实数（它显然是负数).当 a 是负数时,我们可以类似地定义 -a, 且如 
果 a 是负数，则 -a 是 正数. 显然也有 _( - a) = a •在 a 与这两个数中，总有 
一个是正数.我们用 M 来记其中是正数的那个数，并称之为 a 的模 （modulus). 

如果 a 是有理数，问题会有一点复杂.在这种情形 a 属于（>4)，且类（- 4) 和 
(- a) 并未定义第8节意义下的实数，这是因为 -a 厲于下类而不属于上类.这样 
一来，我们必须修改关于-《的定义，约定当 a 为有理数时,有理数 - 0 包含在上 
类中. 

例IV 

(1) 证明： 0 = -0. 

(2) 证明：根据 a = 0, a > P 或者 a < 0 分别有 /3 = a , 0 <a 或者 0 > a 成 
立. 


⑶如果 a =0 R /3 = 则有 a = 7- 
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从而我们可以选择使得4 - a 和 S - 6的差能小到我们希望的 程度； 这 
显然与我们的假设矛盾. 

如果每个有理数或者属于 （c) 或者属于⑹，则类⑷和 （C) 就构成了对有理 
数的一个分割（就是说给出一个数 7). 如果有一个有理数既不属于 （c) 也不属于 
(C), 我们就把它加到 （C) 中去.现在我们就有了一个分割或者说成是一个实数7, 
它显然必定是有理数,这是因为它对应于 （C) 中最小的数.无论如何我们都把7称 
为 a 和的和，并记 

7 = o + j0. 

如果 a 和卢两者均为有理数,那么它们是上类（>1)和上类 （B) 中的最小 元素. 在这种情 
形下，显然《 + /3是 （C) 中的最小元素,所以我们的定义与先前关于加法的思想一致. 

(u) 减法.我们用等式 

a— 0 = a + (—0) 

来定义 a -庠 于是减法的思想将不产生任何新的困难. 

例V 

(1) 证明 a + (—a) = 0. 

(2) 证明 a + 0 = 0 + …. 

(3) 证明 a + /? = /? + a. [这可以立即由类 （a+ 6) 和 (6 +a) 是相同的类这一 
事实,或者由类 04 + B) 和 (B + A) 是相同的类这一亊实推出.这是因为，比方说 
当 a 和6都是有理数时，有 a + fc = 6 + fl . 1 

⑷证明 a + (/0 + 7) = (a + ^)+7- 

(5) 证明 a - a = 0. 

(6) 证明 a-/3 = -09-a}. 

⑺根据减法的定义以及上面的第4题、第1题以及第2题可以推出 
(a-fi) + P= {o + (-/3)} + 0 = a + {(-/?) + 0) = a + 0 = o. 

这样一来我们也可以用等式 1 + P = a 来定义差 a-/3=7- 
⑻证明 a- OS-7) = a-^+7- 

(9) 请给出一个减法的定义,它不依赖于上面给出的加法定义.[为了定义7 = 
a-0, 构造类 （c) 和类 （C7), 使其满足 c = a-B,C = A-b. 容易证明，这个定义 
与我们在正文中给出的定义是等价的 . 】 








11. 实数的代数运算（续） 

(iii) 乘法.当我们研究乘法时,最方便的是从正数开始.暂时我们回到正有理 

数的分割，我们只在第4节到第7节中研究过这种分割.这时我们实际上可以按照 

与在加法的情形中同样的路线来进行，将 （c) 取作为 （M), 将 （C) 取作为 04B). 这 
里的讨论方法除去下述部分之外均与在加法的情形中 相同： 在加法的情形我们要 
证明所有的有理数（至多除了有一个例外） 必须都属于 （c) 或者 （C). 如同加法一 
样,这需要 证明： 我们可以选取 a , 冷6和使得 C - C 能小到我们希望的程度.这 
里要用到恒等式 

C-c = AB-ab = (A-a)B + a(B-b). 







定义力与其自身乘积的类是 (i)(o«0, 其中 a 和是平方小于2的正有理 
数； （ii) (克4')，其中 >4和 A' 是平方大于2的正有理数.这些类穷尽了除了一个数 
之外的所有的正有理数,这个唯一除外的数就是2 自己. 从而有 

(y/2) 2 = y/2y/2 = 2. 

又有 

(-y/2) 3 = (-y/2)(-y/2) = y/2y/2 = (y/2) 2 = 2. 

于是方程: r 2 = 2 有两个根以和 一孔 类似地,我们可以讨论方程 z 2 = 3,x 3 = 
7,…以及与之相对应的无理数 A -收乳…- 
13. 二次根式 

一个形如 士 的数称为一个纯二次根式 (pure quadratic surd), 其中 a 是一 
个正有理数，但不是其他的有理数的平方.一个形如的数有时也称为一个混 
二次根式 (mixed quadratic surd), 其中 a 是一个有理数，而\/5是一个纯二次根式. 

两个败 a 士 V5 都是二次方程 


的根. 反过来，^8 x 2 + 2px + q = 0( 其中 p 和</都是有理数，且 p 2 - g > 0) 以两个二次根 
式 -P 土 vV-9) 作为它的根. 

可以通过第3节的几何方法给出其存在性的仅有的一种无理数就是这些二次 
根式（纯的或者混的）以及像 


y/2+y/(2 + y/2) + ^2 + y/(2 + y/2)^ 


这样可以表示成含有平方根的重复根式的更为复杂的无理数.正如读者自己容易 
看出来的那样，不难用几何方法构造出一条线段，其长度等于任何一个这种类型的 
数.只有这几种无理数才可以用 Euclid 方法（也即用直尺和圆规的几何作图法）构 
造出来,这是一个关键的结论,它的证明必须暂时延后气二次根式的这个性质使得 
它们特别有意义. 

例VII 

(1) 给出 _ 

A 々卜 v /^} 

的几何作图法. 













形可以被排除在外,这是因为 M 和 AT 没有公因子.这个论证方法可以用到诸因子 
a 20 , 砰，<?'••■ 中的每一^上去，从而 M 必定可以被这些因子中的某一些整除，而 
N 则可以被其余的因子整除.于是 


其中表示诸因子 • • 中某些数的乘积 ，而巧 则表示其余因子的乘 
积.于是 M 和两者都是完全平方数,这与我们的假设矛盾. 

定理如采 A 取 C, Z? 是有理教，且 


也是有理数.如果 S 不等于£>(在此情形下显然4 { 


也是有理数.从而和都是有理数. 
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及这些根式的组合来表示的无理数以外，还存在另外一些无理数，它们是代数方程 
的根，但却不能用这样的方式加以表示.仅仅在非常特殊的情形下对这种无理数才 
可能找到这样的表达式. 

(iu) 伹是,即便已经把（像 re 5 = x+16 这样的）方程的无理根（这种根不可能有 
明显的根式表达式）添加到我们的数的名单之中，我们也并没有将连续统中所含有 
的各种不同种类的无理数都一一列数殆尽.让我们来画一个圆，其直径等于 AoAt , 
也即等于 1. 自然会假设这个圆的圆周有可以用数来度量的长度.这个长度通 
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常用沉来表示；已经证明了①(尽管这—证明再次是困难的)：数》不是任何形如比 
方说 

n 2 = n , ji 3 = n , n 8 = n + n 

的整系数代数方程的根，其中 《 是一个整数.按照这种方式，有可能定义一个不是 
有理数、也不属于到目前为止我们所研究过的任何一类无理数的数.这个数 n 并 
不是一个孤立的或者例外的情形.只有特殊类型的无理数才是这样的代数方程的 
根; 而且也只有更加特殊的一类数才能用根式表示. 

16. 连续的实变量 

可以从两个观点来看“实数”.我们可以把它们看成一个总体,此即在上一节中 
定义的‘‘算术连续统”,或者把实数看成一个个的个体.当我们把它们当作单个的个 
体看待时,既可以考虑一个特别指定的数(如1，-$，或者 n 那样的数 > 也可 
以考虑任意一个数, 一个未 曾指定的数，也^ 数: r . 当我们作出像 “ z 是一个、 “ a ; 
是一个长度的度量”、 “ z 可以是有理数或者无理数”这样的论断时，我们采用的就 















第 1 


( ii ) 这两个类都 存在； 

㈣ 类 L 中的每个元素都小于类 i ? 中的任何一个元素. 
显然有可能将同样的思想应用到所有实数组成的集合中去, 
章节中会看到的那样，这个方法有特别的重要性. 


们仅限于讨论正数的话 
有这两对性质中的某个 


r > W 或者(如 
时性质的例子.每个有理数 
n 在每形 v 



16节中的情形不网. 
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能对于我们有关数的想法产生出任何进一步的 推广. 从有理数出发，我们曾经发现 
有理数的分割将我们引导到数的一个新的概念——比有理数的概念更加一般的实 
数的概念.人们或许会期待实数分割的思想会将我们引导到数的更加—般性的概 
念.上面的讨论表明事实并非如此.实际上实数的集合，或者说连续统有一种有理 
数集合所缺乏的完全性，这种完全性可以用数学的语言表 达成： 连续统是封闭的. 
我们刚刚证明的结果可以表述如下. 

Dedekind 定理如果实教按照下属方式分成两个类1 和丑： 

( i ) 每一个教都属于这两个类中的某一个类； 

( ii ) 每个类都至少含有一 个教； 

( iii ) 类 Z 中的每个元素都小于类 ii 中的任付一个元责， 

那么就有一个数《存在，它具有如下性质：所有小于它的数都属于 L， 而所有大于 
它的數都属于兄數《 本身則 可以属于其中任付一个类. 

在应用中我们经常要考虑的并非是对所有的数作成的分割，而是对包含在某个区间 ( inter ¬ 
val)^, 7 ) 中的所有数作成的分割，也就是对满足的所有的数: t 作成的分割 .-- 个 
由这样的数作成的“分割”当然把这些数分成了具有性质⑴，⑻和 （ iii ) 的两个类.这样一个 
分割可以通过将所有小于冷的数添加到 L 中以及将所有大于7的数添加到 H 中来作成对所 
有的数的一个 分割. 显然，如果我们用“区间 09,7) 中的实数"来代替“ 实数" 的话 , Dedekind 
定理中所陈述的结论仍然成立，且在此情形下败 a 满足不等式 /3< a < 7 - 
18. 极限点 

一组实数,或者说直线上与这组实数相对应的一组点，无论是以何种方式来定 
义的，都称为一个集合 （aggregate), 或者称为数集 （set) 或点集.例如，所有正整数 
的集合或者所有有理点的集合. 

这里最方便的是使用几何的语言 .® 接下来假设给定一组点，我们记之为5.任 








由点 l,i i • 组成，那么它只有一个极限点，也就是原点 • 

由所有的正有理点组成，那么它的极限点就是原点以及直线上所有 


-般理论在分析的较为高深的分支中具有特殊的意义和重要性,但是它 
中于本书来说过于艰深.然而通过 Dedekind 定理容易推出一个定理， 
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第1章杂例 







重复应用这个公式我们得到 

a p +q+r+ ... +a p+, +1 


爭>(宁)' 


⑶ 

⑷ 


在⑴中当 p = <7 = 1时,或者在⑷中当 p = 2时，所得到的不等式只不过是不等 
式4 > 2a ia2 的不同的形式，这个不等式 表明： 两个正数的算术平均不小于 

它们的几何平均. 

8 .对 n 个数的 推广. 如果我们对于 n 个数勿 ，甸,…，知 写出 in(n-l) 个形 
如 （1) 的不等式,并将所得结果相加,我们就得到不等式 


n E a 〜 5> p E fl ' (5) 

于是，我们可以从中导出 （3) 的一个 显然的推广，读者自己可以对此予以总结,特别 
地可以得到不等式 p 

9. 关于算术平均和几何平均定理的一般形式.一个稍微有所不同的不等式断 
言： Oj.Oa.-.-.On 的算术平均不小于它们的几何平均.假 设知和 a, 是诸数叫中 
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10. Cauchy 不等式.假设叫勿,… ，a„ 和61,62,••- , b n 是两组正数或者负 
数.容易验证恒等式 

(S«r fe r) 2 = 5^^ - X ； (Or6. - a.b r ) 2 , 

其中7*和《取值 1,2, …， n. 由此推出 

11. 如果 011£ » 2 ，"，0„都是正数，则有 

12. 如果 a,6,c 是正数，且 a + 6 + c=l, 那么 

_ 1)( 去一 1) (^ _ 1) > 8. (Math.Trip.1932) 

13. 如果 a 和6是正数，且 a + 6=l, 那么 

(** + of + ( fr+ 去 ) 、 T. (Math.Trip.1926) 

14. 如果 oi,a 2 , -' ,0„都是正数，且 a„ =a 丨 + a 2 +… + a„， 那么 

(1 + oi) (1 + o 3 ) • • • (1 + a,*) < 1 + s n + ^ + • • • + ^. (Afath.Trip.1909) 

15. 如果是两组正数，按照从大到小的次序排列， 


(Oi + 02 + ■ • + On)(bi + 62 + • •' + ftn ) ^ n ( oi&i + 02&2 + ... + a „ 6 n ). 




hby/p + Cy/q + dyA^qj 


的形式，其中 t 
20 .将 f 


^其中 a, 6 等均为有理数）表示成 
A + By/p + Cy/q + D^{pq) 


的形式,其中 A,B,C,D 均为有理数. 

[显然 

a + by/p + Cy/q (a + by/p + cy/q) (d + ey/p - f y/q) 

d + ey/p + fy/q (d + ey/p) 2 - f 2 q 


H-vl + v4 = l + ^-?' /5 ' 1 

21. 如果 a, 6,;t,y 是满足 






1 吟 ㈣ H(- 空 ㈣ } 


V (泝-拆 )=|( 妗 + 硕-派)， 
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4 |/ 3 + 2^ -^5 + 1 

、 ^3-2^5/ ~ ^5-1' 

33. 如果《 =紗,那么关于 a 的任何多项式都是一个具有有理系数的 n 次方 
程的根. 

[我们可以将该多项式（比方说是: c) 表示成 


® = /i + mia + . • • + 

的形式，如在第25题中那样,其中的 lurm , - 是有理数. 
类似地，有 a: 2 = Za + n»2a + ... + r 2 c» (n_1) ， 


x n = In + m»a + ••• + r n a (n_1) . 
从而 Lix + Ljx 2 + ••• + L n x n = A, 

其中 △ 是行列式 



且 £a，L 3 ，…是/, 山，… 的代数余子式 .j 

34. 将这个程序用到 x=p + y / q 上去，并导出第14节中的定理. 

35. 证明 j/ = a + 6p 1/3 +即 2/3 满足方程 

V 3 - Say 2 + 3y(a 2 - bcp ) - a 3 - b 3 p - c^p 2 + 3 abcp = 0. 

36. 代数数.我们己经看到,某些无理数（例如是形如 


[这里需要一点代数 知识. 我们必须用到下面的 定理： 方程 
(1) X m - pi*"*- 1 + PiX m - 2 ——土 p m = 0 




的根的初等对称函数 Z：Xr,I>r* •，…是 PUP2，...， 且关于抑，奶，…的任何整系 
数对称多项式（见第23节和第31节)，也是关于 Pl,P 2 , ' 的整系数多项式- 
我们可以把: r 和 y 所满足的方程记为 （1) 以及 

(2) y n - 9iy n_1 + 92V n ~ 2 - ± 9 n = 0, 

其中 PUP2, …和軋私…是有理数_我们假设⑴和 (2) 的根 是抑， 吻，…和 
…，而 ® 和汉则是 A 和奶，并构作乘积 

p ( z ) = n n (* _ 办 - 抛)， 


此乘积经过 h 和 fc 的 mn 对数值.这样就是关于 z 的 mn 次多项式,而它的 
系数则是关于诸办以及诸 y * 的整系数对称多项式.由此推出， P (幻的系数是关 
于 PUP2 , 的整系数多项式•而 POO = 0是一个有有理系数的 mn 次 

方程,它的一个根就是 a :+ y . 

: r - y 和叩 的证明与此 类似. 如果 y / 0且此时我们可以 假设扣 # 0,则 
z = l / y 满足 

z n - r x z n ~ l + r 2 z n ~ 2 -± r » = 0， 


其中 n = qn - i / q n , T2 = 9«-2/9 n , ••- M.M « 是代数数，于是; r/y = 是代数数 • 

特别地,如果 fc 是有理数，则 x + fc 和 fcc 都是代数数 • 1 
38. 如果 i m + ai * m_1 + Q2 ® m-2 + .. • + a m = 0， 

其中 a 1 , a 2) --, a m 是代数数,那么: r 也是代数数 • 

[这个结论可以类似地加以证明•每个和满足一个有理系数的方程 


0^~ Pr,l«? r_1 + ••士 Pr,n F = 0. 


我们假设这个方程的根是 a r , ua r , 2 ,---, a r , nMr 就是^,0,并构造乘积 


p ( x ) = n (，+ 叫, •，- 1 + 均南产 2 + ••• + 

其中乘积经过下标的，勿，…， 〜的 W =勿叼…个组合,这样就得到一个关于 
Z 的次有理系数多项式. 

特别地，如果: r 是代数数， m 和 n 是整数，則X"*/"是代数数 •] 

39. 如果 x 2 - 2xy / 2 + y/3 = 0 , 

那么 X 8 - 16x« + 58x *~ 48x 2 +9 = 0. 

40, 求 

l + V^ + A + 於 + 的 





所满足的有理系数方程. 

41. 如果 a: 3 = :r+l, 那么: ^"sanaj + h + CBar 1 ，** 

<*n+l = <*n+6n, bn+l = «*n + &n + C „， Cn+i = <*„ + C„. 

42. 如果0： 6 + 2： 5 -2* 4 - ； ^ + * 2 + 1=0且汉=^- 1 2 + 2 ：-1，则 ?/ 满足一 

个有理系数的二次 方程. (Math. Trip. 1903) 

[可以求得 j/ 2 + y + 1 = 0.] 



腿 職微繼 


但在此之前，我们必须指 出：上 fi 












值,也即 土 Vi. 如果 :c = 0,则有 y = 0. 于是对 o: 的特殊的值0, 对应有 V 的一个 
且仅有一个值.但是 如果: r 是负数，就没有 y 的值能满足该 方程. 这就是说，函数 y 
对于 z 的负的值没有定义.于是这个函数具有特征（3)，但它既不具有特征（1)，也 
不具有特征 （2). 

(4) 考虑常温下被一个滑动活塞封闭在一个圆柱体气缸内的一定体积的气体 .® 
设4是活塞截面的面积，而 W 是它的重量.被活塞处于压缩状态下的气体对 


W = Apo. 

设如是当系统处于平衡状态时气体的体积.如果有附加的重力作用在活塞上， 
则活塞就会受力向下运动.气体的体积（V)就会 减少； 作用在活塞单位面积上的压 
力 （p) 就会增大. Boyle 的实验定律 断言： p 和《的乘积非常接近于一个常数，确切 
地说，这个对应关系可以用一个形如 

pv = a ⑴ 

的方程来表示，其中 a 是一个可以用实驗近似地加以确定的一个数. 

然而, Boyle 定律仅仅在气体不被过度压缩的情况下对于这一现象给出了一个 
合理的近似.当 t; 的减小和 p 的增大超过某个界限后，它们之间的关系再用方程 
⑴来表示就会超出我们所能接受的近似程度了.已经知道，它们之间的真实关系 
的一个好得多的近似可以由熟知的 van der Waals 定律给出，这个定律可以表述成 


(p+^) («-/?) =7. («) 



此函数具有特征 （2): 对于《的任何值仅有 p 的一个值与之对应,但它不具有 
特 f (1). 因为对于 W 的负^值, p 作为 r 的函数没有给出定义.“负的体积”没有 


①我从 H. S. Carslaw 教授的 
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(5) 假设一个具有理想弹性的球从 ^ gr 2 的高度落到（不带旋转）一个固定的 
水平面上，并连续 反弹. 

初等动力学中常用的公式（读者可能熟悉这些公式）指出••如果0 < f < T ， 则 
有 /I = \& 2 ,如果 r < t < 3 r ， 则有/^ = ig (2 r - t ) 2 , 一般来说，如果 (2 n - l ) r < 
i < (2 n + 1) r , 则有 

/»=ig(2nr-0 2 , 

其中，九是在时刻 t 时在起始位置下方的球离开它的起始位置的高度.这里 / i 也是 
t 的函数，它只对正的 t 值有定义. 
























P 的位置. 








rcos (沒 - a ) = p 

的形式，其中 p 和 a 是常数.方程 r = 2 acos <? 表示经过原点的一 个圆； 而圆的一 
般方程为 

r 2 + C 2 - 2 rccoe (0 - a ) = A 2 
的形式，其中是常数. 

23. 函败和它们的图的表示的进一步的例子 

接下来的例子将会使读者对于无穷多种可能类型的函数有更好的了解. 

A . 多项式.一个关于 z 的多项式是一个形如 


aox m + a \ x m ~ 














也的图形.女 
1 


无,就会产生这样的 猜想： 这个函数的图的形状有些 
齡 者通过已经证明是在此图形上的一些特殊点画一 
条曲线，然后通过给出 a ： 的新的值并计算出对应的 y 
的值来检验它的精确性，就会发现这些点正如合理期 
望的那样处在很接近曲线的位置上，这里要考虑到绘 
制图形时不可避免的误差.此曲线自然是一条抛物线. 

然而， 有一个 基本的问题我们现在还不能给以恰 
当的回答.读者无疑对于一条没有间断以及跳跃的连 


上，图8中大致表示的就是这样一条 
就是这样的一条曲线.这不可能通过仅仅在此曲每 
看起来就越是有 
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以取原来这两条曲线上对应点的坐标之和作为每个点的坐标，从而得到 f(x)+F(x) 
的曲线. 



图9 图10 


不过多项式的作图可以用后面要说明的更先进的方法来进一步改进，所以此处 
我们将不再讨论了. 

例XI 

(1) 画出曲线 y = 7a: 4 ，i/ = ar 8 ，y = ；E 1() 的图形. 

丨读者要仔细画出这些曲线的图形，所有这三条曲线应当画在一张图上这样 
他就会意识到，当: c 变得越来越大时，: r 的高次幂将会怎样快地增大.同时也能看 
到，当 re 相当大时,在像 

x 10 + 3 x 5 + 7® 4 

(或者甚至像 x lo +30x^+700x*) 这样一个多项式中，起决定性作用的是它的第一项. 
例如，甚至在 ar = 4 时就有 I 10 > 1000 000,然而 30x 5 < 35 000,且 700i 4 < 180 000; 
而当 a: = 10时， 第一项 的优势就更加明显了 . 1 

(2) 当 a: = 1,10,100等时，比较 

a: 12 , 1 000 000x 6 , 1 000 000 000 000z 

的相对大小. 

[读者应该多看几个这种类型的例子 .z 的不同的函数之间的相对增长率 (relative 
rate of growth) 这一思想是我们在以下诸章中常常要考虑的 .j 

(3) 画出 ax 2 + 26a: + C 的图形. 

[这里 



①我们会发现，为了防止图形的大小变得不合适，沿着1/轴取一个比沿着： E 轴更加小的度置单位要更 




如果我们取与老的坐标轴平行且经过点: r = ~b/a,y= { ac-^/a 的新坐标轴，则 
它的新方程是〆= ax' 该曲线是抛物线 . 1 

⑷画出曲线 y = i 3 -33： + 1，》= ；1^(* — 1)，|/ = ：1：(；1：- I) 2 的图形 • 

24. B. 有理函数 


在简单性和重要性方面仅次于多项式的函数类是有理函数类.有理函数是一 
个多项式被另一个多项式除所得的商.例如，设 P(x),Q(x) 是多项式，则我们可以 



函数1永远取值为 1. 



这样一个函数可以用通常的代数法则化简成形式 

外-2) 

(*-1产(:+ 1)’ 


这是一个标准形式的有理 函数. 但是这里必须再次 注意： 化简并不永远是合理的. 
为了对给定的: r 的值计算函数的值，我们必须将: r 的值按照函数的给定的形式代 
入其中.在此情形下，公式对于 rc = _1，1,0,2没有意义，所以函数对于这些值也就 














(5) 在处理像 （2) 和 （3) 这样的表达式的时候，一般来说我们同意忽视 t 的那 

些例外的值（对于这样的 CT 的值，我们所用到的化简过程是不合理的)，并将函数化 

简成标准形式的有理函数.读者容易验证（根据这种理解)，两个有理函数的和、积 

或者商本身都可以化简成标准形式的有理 函数. 一般来说，一个有理函教的有理函 
數本身还是一个有理函数.也就是说，如果在2 = P(y)/Q(y) 中（其中 p 和 Q 都 
是多项式）用 y = 代入，经化简我们就得到一个形如2 = P2( x )/Q2( x ) 

的方程. 

(6) 在有理函数的定义中不霱要事先假设作为系数出现的常数是有理数.“有 
理的”这个词仅仅用来表示变量0：在函数中出现的方式.从而 

z a + x + y ^3 
x^2-n 

是一个 有理函数. 

“有理的”这个词的使用起源如下.有理函数 P(x)/Q(x) 可以从 o: 出发，并通 
过对 a： 作有限多次运算，且这些运算只包含用 x 或者用一个常数来乘自己，将这 
样得到的项相加，以及用这样的乘法和加法得到的一个函数被另一个函数相除而生 
成.就变量而言，构造有理函数的这个过程与从数1出发构造有理数非常相似. 
等式 

5 1+1+1+1+1 

3 = 1 + 1 + 1 ~ 

给出了说明这一过程的例子. 

此外,可以从: r 出发用上面提到的初等运算得出的任何函数(在此过程的每个 
阶段都使用从: r 出发用同样方法得到的函数）都可以化简成标准类型的有理函数. 
例如 

( 点 ' ; 7 W )/( 17+ I) 

可以化简成标准形式的有理函数. 

25. 有理函数（续） 

对有理函数图形的研究比对多项式图形的研究更加依赖于微分学的方法.因 
此眼下我们只满足于给出很少的几个例子. 

例 XII 

(1) 画出 y = l/a，l/= l/® 2 ，!/ = I/® 3 , … 的图形 • 

[图中给出了前两个函数的图形.应当注意的是，这些函数对于 x = 0 没有定 

义 _1 





(2> 画出以下函数的图形 









诉 确是对整个一个范围内的: T 的值没有定义（也即对所有负的值).第二,这种函 
数在当 Z 取使在它有定义的值时,通常有符号相反的两个值. 

另一方面，函数於是单值的,且对 a : 的所有的值都有定义. 

例 XIII 

(1) V{(x-a)(6-a;)}(K+ a<6) 仅对 彡 & 有定义.如果 a < ar < &， 它 
有两 个值; 如果 rr = a 或者 z = 6,它仅取一个值,也即取值为 0. 

(2) 类 ㈣ 考虑 


(o < 6 < c), 



⑶画出曲线 的图. 
⑷画出函数 y =\ 

27. D . 隐式代数函数 
容易验证，如果 


V 4 - (V + 4 y + l )® = 0. 
这些方程中的每一个都可以表示成下述形式 


^ + + ••• + fl m = 0, (1) 

其中， RUR2, …， Rm 是X 的有理函数.读者容易 验证： 如果 y 是上面最后这组例 
子中考虑过的函数之一，那么 y 就满足一个这种类型的方程.这自然提示我 们：同 











第 2 幸实变函數47 


(4) 求关于0：的系数为有理数的代数方程，它被函数 

v^+v/(l/*)» \/{x + y/x), y|* + >/(* + V^)| 

中的每一个所满足. 

(5) 研究方程 

/ = * 2 - 

[这 里有 f = ±; c •如果 * 是正数，则 y 如果疋是负数，则 y = v ^). 

从而这个函数对于除了 x = 0 之外的所有 a : 的值都有两个值 .] 

(6) x 的代数函数的代数函数本身就是 z 的一个代数函数. 

[这可以按照第1章杂例中第37, 38题的一般性的思路加以证明.从方程 
V m + Riiz ^- 1 + ••• + Rm ( z ) = 0, z n + 负⑻*"- 1 + ••• + 5„(*)=0 
开始，作乘积 

U{y m + + …+ (办)}， 

该乘积取遍第二个方程的《个根办 . 丨 

(7) 似乎应该给出一个不能表示成显式代数形式的代数函数的例子.由方程 

y 6 — y — x = 0 

定义的函数 y 就是这样一个例子.但是证明不能用: r 的显式公式来表示 j / 是很困 
难的，因而不可能在这里试图给出证明. 

28. 超越函数 

rr 的所有非代数函数的函数称为超越 (transcendental) 函数.此定义是否定式 
的.我们不打算给出超越函数的系统分类，但可以挑出一两个有特殊重要性的子类 
来加以讨论. 
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[由于 acosz + frsinz =冷 cos (a: - a)， 其中冷= V^ + b 2 )， 而 a 是一个角，它 
的余弦和正弦分别是以及 Wy/i^+W ), 故这三个函数的图形有类 
似的特征 .j 

(2) 画出 cos 2 i.sin 2 x.ocos 3 x + 6sin 2 ® 的图形 • 

(3) 假设/⑷和 F(i) 的图形己经画出.則 

/(x) cos 2 a; + F(x) sin 2 a; 


的曲线是一条在 y = /( a ：) 与 》= F(x) 之间振动的波形曲线■当 /( a :) = a ; 且 
F(x) = x 2 时画出它的图形. 

⑷证明： coepx + cosgx 的图形介于 2 cos ^ (p - g)x _ 2 cos 豆 (p + g ) a : 的图 
形之间，并依次与这每个图形相切.当 （P - 9 )/(p + 9) 很小时粗略绘出这个函数的 
图形. （ Afatfc . THp . 1908) 

(5) 画出; r + sin ®，( l / x ) + 8 in *, xsinx , ( sins)/z 的图形. 

⑹画出 Bin ( l / x ) 的图形 • 

[如果 2 / = sin(l/x), 那么当 ：r = 1/rrm 时有 y = 0, 其中 m 是一个整数.类似 
地，当 I = 1/ ( 2 m+ |) n 时有 y = 1 ，而当 re = 1/ ( 2 m - |) n 时有 y = -1. 该曲 
线完全包含在\ = -1 ^ 1/ = 1之间（图 13). 它上下振荡，当 a : 接近0时，它振荡 
得越来越快.对 : r = 0,函数没有定义.当 a : 很大时, y 很小 .® 该曲线的负的一半与 


正的一半有相似的特征 .] 

⑺画出 xsin(l/®) 的图形. 

丨恰如第6题中的曲线包含在 y = -1 和 y = 1之间一样，这条曲线包含在 
y = -X y = x (ffl 14).] 




的图形. 

(12) 画出 arctanx,arccotz,axcsecx,arccosecz 的 图形. 给出公式（如在第 10 
题中那样)，且这些公式可以用任何特殊的值表示出这些函数中每个函数的所有的 
值. 

(13) 画出 tan (1/x) , cot (1/*) , sec (1/ar),cosec (1/x) 的图形. 

(14) 证明 cos: 和 sinx 不是: c 的有理函数. 

























p/q-, 如果 p > 则有 /{(1 + P 2 )/( I + «=*)} < •从而，当 0 < a ： < 1 时它的点 
位于直线 y = z 的上方，而当 a ： > 1时则位于此直线下方.如果 P 和《很大，则 
V ^ T + PTTITTF )} 接近于 P /9 .在 z 的任何值附近,我们都能找到任意多个有 
很大分子和分母的有理 分数. 所以它的图中包含有大量的点聚集在直线2/ = $周 

围.它的一般的形状（对于正的 a ： 值）是被一群孤立点包围着的—条直线,这些孤 

立点越接近直线时将变得越来越稠密 • 

图形的与负的: r 值对应的部分由这条不连续直线的剩下的部分以及所有这些 

孤立点关于2/轴的对称点合起来 组成. 从而在 y 轴的左边的那一群点不是围绕 

y = x, 而是围绕 W = - ar ， 而 y =-工本身并不厲于这个图形. 

30. 一元方程的图形解 
许多方程可以表示成 

/⑻=彡⑻ ⑴ 
的形式，其中/⑷ 和批 T ) 是容易画出其图形的 函数. 又如果曲线 
y = /(*). » =沴⑻ 

在横坐标为 f 的点 P 处相交，那么 S 就是方程 （1) 的一个根 • 

例 XVII 

(1) 二次方程 oz 2 + 26 x + c = 0. 这个方程可以通过多种方法用图形来求解•例 
如， 我们可以画出 

y = ax + 2b, y = —c/x 

的图，它们的交点（如果有的话）就给出方程的根.或者也可以取 
y = x 2 , y = - (2bx + c)/a. 

也见例 vn 第 2 题. 

(2) 用这些方法中的任一方法求解方程 

a 2 + 2x - 3 = 0, x 2 -7* + 4 = 0, 3® 2 + 2i-2 = 0. 

⑶方程 +ox + 6 = 0. 它可以通过构造曲线 y = x^y = -ax - b 来求解 • 

关于 








在第 20 节中我们考虑了由一个关系联系的两个变量.可以类似地考虑由一个 
关系联系的三个变童 Or,v 和幻，使 得当; r,y 这两者的值给出时， 2 的值就已被确 
定了. 在此情形,我们称2是两个变童 a : 和!/的 函数; 称 a : 和 j / 是独立变量,而称 
2 是因 变量; 且我们把 2 对 a :和 y 的这一 依赖关系记为 
z = /(»， V ). 

对这一更加复杂的情形，第20节的所有注解只需作适当的修改就对它依然有效. 

用图来表示这样的两个变量的函数的方法原则上与对于单变量的函数采用的 

方法 相同. 我们在三维空间中取三个轴 OX,OY,OZ, 且每个轴都与其他两个轴相 

互垂直.点 (a,b,c) 是与平面 YOZ,ZOX,XOY 的距离（按照与 OX,OY,OZ 平行 

的方向来度量此距离）为 a,b，c 的点.当然必须注意符号,沿着与相 
同的方向度量的长度视为正的.坐标、轴和原点的定义如前所述. 











设 t 从 0 变到 2JI. 那么容易看出，点 (x,y) 描绘出一个圆，其圆心在原点，且半径 
为 a. 如果*的变化超出了这个范围，则 (x,i/) 就一再重复地描绘出这个圆. 

消去 t 得到 P + y 2 = a 2 , 这是通常的圆的方程. 

例 xvni 

(1) 方程为 f(x,y) = 0,<P(x,y) = 0 的两条曲线的交点（其中 f 和办 是多项式） 
可以被确定，如果这些方程作为: c 和 y 的一对联立方程可以求解 的话. 其解一般 

说来由有限多对 or 和 y 的值组成.于是这两个方程一般来说表示有限多个孤立点 • 

( 2 ) 画出曲线 

(x + yf = 1, / = 1. x 2 -y 2 = l 

的图. 

(3) 曲线 /(x,y) + A0(*,y) = O 表示一条经过/ = 0和0 = 0的交点的曲线 • 

(4) 当 t 取遍所有实数值时， 

(a) x = at+ b, y = ct + d; {fi) ^ | = 

表示何种轨迹？ 

33. 空间中的轨迹 

在三维空间中有两种基本不同种类的轨迹，其中最简单的例子是平面和直线. 
—个沿着一条直线运动的粒子只有一个自由度 (one degree of freedom). 它的运 
动方向是固 定的； 它的位置可以通过位置的一个度量（例如通过度量它与直线上一 

个固定点的 距离） 而完全确定.如果我们取该直线作为我们在第1章中的基本直线 

A, 那么它的任何一个点的位置只要用单独一个坐标 a ： 就可以确定.另一方面，一 








来作为曲面方程的标准形式 • 

由形如2 = f(x,y) 或者 f(x,y,z) = 0的两个方程所表示的轨迹属于第一类 
轨迹，称之为一条曲线 (curve). 例如直线可以用两个形如 Ax + By + Cz + D = 0^} 
方程来表示.空间中的一个圆可以表示成为一个球面和一个平面的 交线. 于是它可 
以用两个形如 

{x - a) a + (tf — ff) 2 + (z - 7) 2 = P 2 > Ax + By + Cz + D = 0 
的方程来表示. 

例XIX 

(1) 三个形如 f(x,y,z) = 0 的方程表示什么？ 

(2) 三个线性方程一般来说表示一个单独 的点. 在例外情形表示什么呢？ 

(3) 平面 XOY 上的一条平面曲线 f(x,y)=0, 当它被看成为空间中的轨迹时， 
其方程是什么？ [/ (x,y) = 0, z = 0] 

(4) 圆柱面.单个的方程 f(x,y) = 0 视为三维空间中的轨迹时，其意义是什么 
呢？ 

[满足/(*，》) = 0的曲面上的所有的点与 z 取什么样的值 无关. 曲线 /(x，y) = 
0,^ = 0是该轨迹与平面 XOY 相交所得的曲线.该轨迹是通过此曲线的所有点画 
出平行于 OZ 的直线所得到的曲面.这样一个曲面称为圆柱面 (cylinderM 

(5) 在平面上用图表示曲面.或许不可能通过将曲面适当地画在平面上来表示 
曲面，但是常常可以如下来得到曲面的特征的一个很淸晰的概念.设曲面方程为 
z = f(x,y). 

如果我们给 2 —个特定的值 a, 我们就 得到一 个方程 /(x,y)=o, 我们可以将 
此方程视为确定了平面上的一条曲线.画出这条曲线,并将它记为⑷.实际上曲线 
(a) 就是该曲面与平面 2 = a 的交线在平面 XOY 上的投彩.对 a 的所有的值（当 
然，实际上是对 a 的有选择的值）作出这样的投影曲线.我们就得到如图16所示的 
这样一种图形.它立即就使我们联想到了等高地形测 绘图： 事实上它就是这种图的 
构造原理.等高线1 000是地表曲面被海平面之上1 000英尺处与海平面平行的平 
面所截得的截线在海平面上的投影 .® 

⑹画出描绘曲面2 2 = 3x» 的形状的一列等高线. 

(7) 正圆锥面.将坐标原点取在锥的顶点，取沿着锥的轴作为 2 轴，并令 a 为 
锥的半顶角.则锥的方程（它必须看成是从顶点向两个方向延伸）是 

a^ + y 2 - z 2 tan 2 a = 0. 

(8) 一般的旋转曲面.第 （7) 題中的锥与 ZOX 交于两条线，这两条直线的方 



















为止.图中的角由 


I 2 -h 2 = qQ^ = (2asin 盖 a) 

给出.对构成该圆柱面的所有其他的杆用同样的方法加以处理.我们得到一个直纹 
曲面，它的形状如图 17b. 它全部由直线所构成,但是该曲面却是处处弯曲的，且一 
般来说,它的形状与某种形式的餐巾环相像（图 17c). 



第2章杂例 

1. 证明：如果 y = / (a) = (ox + 6) / (c® - a), 则有 x = f (y). 

2. 如果对所有: r 的值都有 f(x) = f(-x), 则称 / (re) 是一个偶 (even) 函数.如 
果 /(*) = -/(-x), 則称它为一个奇 (odd) 函数.证明： 对所有 a; 的值定义的任何 
函数都是一个偁函数和一个奇函数之和. 

[利用恒等式/(*) = | {/ (*) + /(-*)} + |{/(x)-/(-*>}•] 

3. 画出函数 

3dnx + 4cosa;, sin^^sinz) 

的图. 

4. 画出函数 

sinx(oco6 2 * + 6ffln 2 ®), (a<xa 2 x + 6sin 2 *) , 

的图. 

5. 画出函数 a^l/a^M/rr 的图. 






的图,对任何 a 的值，其中的符号 arccosa.arctana 表示其余弦或者正切值恰好等 
于 a 的最小的正（或 0) 角. 

7. 验证下面的利用直线 y = a： 以及/㈤ 和多⑷ 的图来作 f{4>{x )} 的图的 
方法：沿:轴取 CM = rc, 与 or 平行画出仙，且与 y = Hx) 相交 于氏与 ox 
平行画出 BC7, 且与 y = z 相交于 C7; 与 OV 平行画出 CD, 且与 y = / (aO 相交于 

D; 与 OX 平行画出 DP , 且与相交于 i>, 那么点 P 就是所求的图上的一个点 • 

8. 证明： a: 3 +p® + 9 = 0的根是抛物线 y = P 和圆 

x 2 + y 2 + (p-l)y + g* = 0 
的（异于原点的）交点的横坐标 • 

9. x* + nz 3 +px 2 + qx + r = 0 的根是抛物线 x 2 = y - ^nx 与圆 

x 2 + V 2 + Qn 2 - ipn+ in + 9^ a; + (p-1 - $n 2 ) y + r = 0 
的交点的横坐标. 

10. 讨论用曲线1/ = x m ,»= -ax 2 -bx-c 来图解方程 


x m + ax 2 + bx + c = 0. 


画一张表给出各种可能的根的个数. 

11. 解方程 secd+cosec 沒= 2v^, 并证明：如果 c 1 <8 ,则方程 sec0+cosec0 = c 
在0和 2;t 之间有2个根，而当 c 2 > 8时,它有 4 个根. 

12. 证明： 方程 

2x = (2n+l)«(l-cos®) 

有 2n + 3 个根，且没有再多的根了，并粗略指出根的位置,其中 n 是一个正整数. 

13. 证明：方程 |xsin® = 1在 -Jt 与 n 之间有4个根 • 

14. 讨论方程 






15 . 当 * = a，b，c 时取值为 a,0n 的二次多项式是 

(x-b)(x-c) (x-c)(x-a) (x -a)(x- b) 

a (o — 6) (o — c) (6 — c){b — a) (c — o) (c — b) 

对当 X = ai , 02, … ， 时取值为叱,《 2 ,…， 0„ 的 》- 1 次多项式给出一个类似的 
公式. 

16. 求一个关于： r 的二次多项式，它对0：的值0, 1，2取值为 1/c, V (c + 1) , 1/ 

(c + 2); 并证明它当 or = c + 2时取值为 1/ (c+1). (Math. Trip. 1911) 

17. 证明：如果 a： 是 y 的一个有理函数，且 y 是 a： 的一个有理函数，那么就有 

Axy + Bx + Cy + D = 0. 

18. 如果 y 是 a: 的一个代数函数，那么: c 是 y 的一个代数 函数. 

19. 验证：对于0和1之间的所有 a: 的值，方程 

COB i nx=l _ a; 2 

2 * + (早) 

近似地成立 • 

mx= 并利用表.对其中 w 些: c 的值，公式是精确成立的 
呢” 6 3 2 3 6 

20. 函数 

* = [*] + [»1 . z = x + y-[x)-[y) 


有何种形式的图？ 

21. 函数 

z = 8in* + 8inj/, 2 = sinxsiny, z = sinzy, z = sin (x 2 + y 2 ) 

有何种形式的图？ 

22. 无理数的几何构進.在第1韋中，从给定的单位长度出发，我们对于等于 
V2 的长度给出了一两个简单的几何构造法.我们还指出了怎样来构造任何二次方 
程 ox 2 + 2te + C = 0的根,这里假设我们可以构作长度等于系数 a, fc,c 的任何比值 
的线段，例如当 a, 6, c 是有理数时的情形正是这样.所有这些作图法都可以称之为 
Euclid 作图法，即这种作图法只用到直尺和困规. 

很淸楚,不论它如何复杂,我们都可以用这种方法来构造用平方根的任意组合 
所定义的无理数所度量的长度.例如 

*\ \ | 丫 17 + 3 | / l7-3VTI 、T 





5点之 P 
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AM/R=^ViM. 

并证 明：取 作为这个圆的周长就会得到 n 的精确到小数点后五位的值•如果 
R 是地球的半径，则假设为其周长所产生的误差小于11码®. 

[在第15节中我们说过，是一个超越数,但是本书我们甚至不可能证明它是 
无理数.这个结论首先是由 Lambert 在1761年用连分数予以证明的. 

对的最熟知的近似值是^和^ ,后者准确到6位小数.印度人用到过近 
似值#(小数第二位不正确).大量奇妙的近似值可以在 Ramanujan 的 Collected 
popers 第23〜39 页中找到.其中最简单的几个近似值是 

这些值分别正确到小数点后第3, 3, 8位和第9位 . 1 

25. ^2 的构造 . O 是抛物线 i/=Ax 的顶点，而 S 是它的焦点， P 是它与抛物 
线: r 2 = 2y 的一个交点. 证明： OP 与第一条抛物线的正焦弦 (latus rectum) 交于一 
点 Q, 其中 SQ =於. 

26. 取一个直径为单位长的圆,取其一条直径 CM 以及过点>1的切线.作一条 
弦 OBC 与圆交于与切线交于 C. 在这条直线上取 OM = 取 O 作为原点， 
并取04作为 z 轴， 证明： M 的轨迹是曲线 

(* 2 + y 2 ) 3 ： -V 2 = 0 

I尖点蔓叶线 (Cissoid of Diodes)]. 概略描绘出该曲线.沿 y 轴取一个长度 OD = 2. 
设与该曲线交于/>，而 OP 与圆在点4的切线交于 Q . 证明=於. 










Q . 我们就把 



I即该粒子的原始位置 P. 但 

自然可以忽视作用点，而把 

移就由长度 PQ=z 以及由 
说成位移 M®， 可 


:动指向与从 ii 到 S 的 
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现在取平面上任意一对坐标轴（如图18中的 OX,OY 
那样).画一条与 pg 相等且平行的直线段04,从 O 到 A 
的运动指向与从到 Q 的运动指向相同.那么位移风 
与是等价的位移.设: c 和 y 是4的坐标.那么显然， 
当 x 和 y 给定时, S3 即已完全被指定.我们称是位 
移 【: r，I/】， 并记 

0A = PQ = "HS = [x, y \. 

35. 位移的等价与位移的数乘 

如果 S 和是 P 的坐标,而 《'和 V是 Q 的坐标，显然有 
x = ( , -(, y = rf -rf. 

于是从⑷的到 GW) 的位移就是 

ir-e,*/-*?]. 

显然，两个位移 [a：，j/] , W^'] 是等价的，当且仅当 x = x t ,y = y f . 从而 [ aj/I = 
Kl /] 当且仅当 

X = x , , y = |A (1) 

逆位移砰就是 K-O -外 自然我们认同有 

K _ f，” -V] = _ P ， 

qp = - pQ , 

这些等式实际上就是符号 - pq 的意义的定义.从而我们约定有 

进一步约定有 

a[*,y] = [oa:,ay], (2) 

其中 a 是任何正的或者负的 实数. 于是（图 18), 如果 OB = ~OA, WA 

[*>»] = [-|*» - 

等式 （1) 和等式 （2) 定义了前两个与位移有关联的重要的概念，也就是位移的 
等价 (equivalence) 以及位移的数乘 (multiplication of displacement by numbers). 




36. 位移的加法 

我们还没有给出任何定义,它使我们能对于表达式 

PQ + PV^, [x,y] + W^r/\ 

賦予某种意义.常识立即提示 我们： 应该把两个位移的和定义成为一个位移，这个 
位移是连续作这两个给定的位移所得到的.换句话说，这告诉我们：如果画出与 
P'Q 1 相等且平行的 QQx, 使得对于位于尸的粒子连续作位移 PQ,^ 7 的结果就 
是先将它移动到 <2,然后再移动到 Qx, 我们应该将$和的和定义为 
如果此时我们画出等于且平行于 PQ 的0人再画出等于且平行于 PQ' 的05,并 
作出平行四边形 CMCB (如图 19), 则有 

PQ +7^ = p^ = UI+UB = ^C. 



图 19 


让我们来研究采用这一定义所得到的推论.如果丑的坐标是 W), 则丸 B 的 
中点的坐标是 (^(* + a/)，|(w + |^， 且 C 的坐标是 Or + Y， V + 〆) •故而 

[*,»] + + ^yV + l/]> ( 3 ) 

它可以视为位移加法的符号定义.注意到 

[3/,j/] + [x,y]=[3/ + x,i/ + y] 

= [» + y + 妁》【*，》】 + W] • 

换句话说，位移的加法服从交换律,在通常的代数中交换律是用方程= 6+a 来 
表示的.这个定律表示了显然的几何 事实： 如果我们从 P 点首先移动一个与 P'Q' 
相等且平行的距离 PQ 2 , 然后再移动一个与 PQ 相等且平行的距离,我们将会与前 
面相同到达同一个点 




66 纯数学教程 


特别地，有 

[x,»] = [*,0] + [0,y]. ⑷ 

这里 b，0] 表示沿着平行于 OX 的方向所作的距离为: r 的位移.事实上这正是我 
们在前面用㈣所表示的东西，在那里我们只考虑沿直线的 位移. 我们把[: r，0j 和 
[0,»]称为【0^ W^*(component), 而称[: c，y】 是它们的合成 (resultant). 

一旦定义了两个位移的加法，在定义任意多个位移的加法时,就不会有更多的 
困难.例如，根据加法，有 

[x,y] + W,i/] + = (l*,y] + [^!/]) + 

= [x + ® / ,y + yn + [^,^ = [x + ^ + ^, l / + ^ + n 
我们用等式 

[x,y]~ [af'.yl = [*,»] + ( - W1) ⑻ 

来定义位移的减法，这与 [x,y] + 或者 b -x'^-j/) 有同样的意义.特别 

地， 

[*,»] - [ar,y] = [0,0]. 

位移 【0,0j 保留粒子在原地不动,它就是零位移 (zero displacement), 我们约定 
记成[0,0】 = 0. 

例XX 
⑴证明 

① a [/3*，办]=/3 [o®,ay] = [aPx, apy)\ 

② ([x,y} + + [^，^ = [*,!/] + + l^WVi 

③ Ml+ + [:，》]; 

④ (or + 灼 [*，y】 =a[x,y] + 0 [®,y]; 

⑤ a{[s,y] + [a ^,^} = a[x, y] + a[® , ,y , ]. 

[我们己经证明了③.剩余的等式可以很容易地从定义得出. 对每一 种情形，读 
者都应该考虑该等式的几何意义,如同我们在证明③中所做过的那样 .j 

(2) 如果 M 是 PQ 的中点，那么0显=^ (5F + UQ). 更一 般地，如果 M 把 
PQ 分成比例为厂 A 的两部分，则有 






(4) 如果是平面上共线的点,那么就能找到不全为零的实数 { 
得 
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这个结果的对称性表明，类似的讨论也可以得出 

这里产是 r5 与扣的交点.于是/>和 p 7 是同一个点 . 丨 

(7) ABCD 是一个平行四边形， M 是的中点.证明： DM 三等分4(7,且 
也被扣三等分 .® 

37. 位移的乘法 

到目前为止,我们还没有打算对于两个位移的乘积这一概念给以任何意义.这 
方面唯一考虑过的一类乘法是用一个数来乘一个位移.迄今为止,表达式 




对于位移的乘法要采用的正确的定义有如下建议 • 

我们知道，如果 O/IS 和 OCD 是两个相似三角形，对应的角按照它们书写的 
次序标出，则有 

OB/OA = OD/OC, 

也即 OB OC = OA OD . 这提示我们应该尝试以这样一种方式来定义位移的乘 
法和除法,使得 





类似地可以验 证：第 37 节末尾的所有等式都是满足的.从而定义 （6) 满足我 
们在第37节中给出的所有要求. 

例 

利用上面给出的几何定义直接 证明： 位移的乘法满足交换律和分配律.1以交 
乘积顶•沉就是丽(图 21), 且 COV 与 AOB 相似.为构造出乘积 
OC OB, 我们应该在 OB 上作出一个与 AOC 相似的三角形 BOD 1； 所以我们要 
证明的 就是： D 和重合,或者就是证明与 AOC 相似.而这是初等几何 
的牛刀小试 . 1 
39. 复数 

恰如一个沿着的位移间与一个点 （*) 以及一个实数 x 相对应一样，平 
面上的一个位移阮》]与一个点 (x,y) 以及一对实数 z，y 相对应. 




当且 仅当* = a/，y = 〆； 


x + yi^x 1 + y r i 


(x + yi) + ( a / + j ^ i ) = (* + a ^) + (y + tf 0 i ； ( 2 > 

(x + yi ) ( a ^ + l / i ) = xx' -yi/ + (xj/ +y^)i. ⑻ 

特别地，作为 （2) 和 （3) 的特例我们有 

z + yi = ( a ; + Oi ) + (0 十 |/ i ) ， 

(ar + Oi ) ( z ， + 汄0 ^xaZ + xj/i; 

这些方程提示我们，如果在我们处理复数时把: T 写成 : r + Oi , 而把 yi 写成0 + yi (正 
如我们从现在起这样做的那样)，则不会有产生混淆的危险. 

读者很容易自己 验证： 复数的加法和乘法服从由等式 


(s + yi) + (a/ + i/i) = (® # + » , i) + (a + yi), 

{(* + yi ) + (*’ + 仰 + ( 〆 '+ »" i ) = (x + yi ) + {{x' + y f l) + ( a w + / i )}, 


(x + yi)(a/ + ^i) = (* # + 1 /i)(a ： + yi), 


(ar + yi ) {(Y + Vi ) + (* w + ^ i )} = (* + yi ) (V + lA ) + (* + yi ) (* w + y w i ), 

{(x + yi) + (x , + i/i)}(2/ , + i/ , i) = (* + yi) W ， i) + (V + lA) Wi), 
(x+yi){(x f + 1 /i)(a/ f + lA)} = {(* + I/O (V + lA)} (Wi) 

所表示的代数定律，这些等式的证明实际上与对应的位移的相应等式的证明是相同 
的. 

复数的减法和除法如同在通常的代数中那样定义.于是我们可以将 (x + j / i )- 
(V + j /' i ) 定义为 

(® + vi ) + {-(® / + » , i )> = a ; + yi +(-* / -» / i ) = ( a ：-* , ) + ( y -» ， ) i ； 

或 者同样地,将 （ o ： + » i)- (〆 + y ' i ) 定义为€ +祇它满足 


(aZ + j^i) + (C + iji) = * + yi- 
而 （® + yi) / (Y + 0) 则定义为复数 f + 甙它满足 


Wi) (€ + ⑹ =» + yi, 


也就是 


^ - 〆 */ + ( 〆 ” + 〆 €) i = ® + » i ， 
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此即 


关于《和”解这些方程，我们得到 


^ + ^ = y. 




⑷ 


如果〆和〆两者均为0,也即+ i/i = 0,则这个解失效.故而减法总是行得通 
的; 除法也总是行得通的，除非除数是 0. 

我们现在可以如在通常的代数中那样来定义: r + yi 的正整数次幂、关于: r + j/i 
的多项式以及关于 ar + yi 的有理函数 • 

例 

(1) 从几何观点来看,位移 S 万被来作除法的问题，就是寻求 B, 使得三 
角形 COD 与 AOB 相似的问题，这显然是可能的（且其解也是唯一的)，除非 C •与 
0 重合,也即= 0. 

(2) 数 z + i/i 与： r - yi 称为是共轭的 (conjugate). 验证 

(x + yi)(x-yi)=z 2 + y 2 , 

所以两个共轭复数的乘积是实数，且 

g + yi = (x + yi)(a/ -j/i) = xx , + yy , + (x’y - xj/)i 

VTi/i~ (® / + y , i)(a / -» , i) _ a^ + i^ 2 • 

40. 复败 （续) 


实数的一个最重要的性质通常称为因子定理 （the factor theorem), 它断 言：两 
个数的乘积不可能为零，除非这两个数中有一个是零. 

为证明这个结论对于复数仍然成立,我们在上一节的方程 (4) 中取 a: = 0, y = 0. 
这样就有 

- !/*7 = 0, ® / »7 + y , $ = 0. 

这些方程给出《= 0，》? = 0,也即 


€ + V = 0, 

除非*' = 0，^ = 0,也即〆 + 1^ = 0. 故而； c + yi 不可能等于零， 除非〆 + y'i, 或 
《+ 尔等于零. 

41. 方程 i a = -i 

我们同意用 a： 代替 x + 0i、 用 yi 代替0 +垆，以此来简化我们的记号.对于特 
殊的复数 ii， 我们直接用 i 来表示.它是与沿 oy 作单位位移所对应的数.我们还 
有 





























①见附录 1. 




































=r/»{co6(0 + 0) +isin(6+ 0)}, 

它可以通过乘法并利用 cos(0 + 0) 以及 sin 卩+妁的通常的三角公式予以证明•更 
一般地有 


n (cos + isin 设 i) x r2 (cos 办 + iaind 2 ) x • - • x r„ (cos0 n + isind„) 


=riT2 •••r n {coe (9i + 02 + ■•• + ®n) + isin (0i + 办 + •.. + 9 n )}. 
-个特别有趣的情形是其中有 

n = r 2 = = r n = 1, e x ^e 2 ^ ■ ■ ■ = e n = e. 


这样我们就得到方程 


(cosd+ isin5) n = conn® + isinn^, 


其中 n 是任意一个正整数.这个结果称为 de Moivre 定理 .® 
又，如果 

z = r(coe0 + i8in^), 

则有 

l / z = ( cos 0 - isin(9)/r. 


从而 2 的倒数之模就是 2 的模之倒数，而 2 的倒数之辐角是 2 的辐角之负数.我 
们现在可以陈述与 （2) 和 （3) 所对应的商的定理了. 

(4) 两个复数的商的模等于它们的模 的商； 

(5) 两个复数的商的辐角或者等于它们的辐角之差,或者与之相差2». 

又有 

(co6d + isinfl) _n =(cos0- isind)" 


= {cos(-<?) + iain(-0)} n 


= coB (- n 0) + i 8 in (- nff ). 


于是 de Moivre 定理对 ri 的所有的正的或者负的整数值都成立. 

我们可以向定理 (1)-(5) 中添加下面的定理，这个定理也是极其重要的 • 

⑹任意多个复数的和之模不大于它们的模之和. 

设…是与诸个复数所对应的位移.画出与 OP' 相等且平行的尸 Q, 
画出与相等且平行的如此等等.最后我们得到点 f/, 使得有 


= OP + OP 1 + UF fr + ■ 

①为了简略起见，有时用 CiaO 来表示 ccwe + isinfl 是很方 便的： 根据 Harkness 和 Morley 教授推 
荐使用的这个记号， de Moivre 定理可以用等式 (Cisfl)" = Cianff 来表示. 
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长度0?/就是诸复数的和之模,而它们的模之和则是折线 0 PQR - U 的总长度, 
显然，它不小于 Of/- 



这个定理的一个纯粹的算术证明概述于例XXI的第1题中. 

46. 几个关于复败的有理函数的定理 

复变量2的有理函数与一个实变量的有理函数定义相同，也即定义为两个关 
于 z 的多项式之商. 

定理1 任何有理*教郜可以化成形式 x+yi， 其中•和 y 是关于 s 
和1/的实系教的有理函教 • 

首先，显然的是,根据加法和乘法的定义,任何多项式 P(o： + yi) 都可以化成形 
式4 + Si, 其中4和 S 是关于 Z 和 y 的实系数的多 项式. 类似地, Q Or + yi) 也可 
以化成形式 C + Di. 从而 

R(x + yi ) = P(x + yi )/ Q(x + yi ) 

可以表示成形式 

(A + Bi)/(C + Di)=(A + Bi )( C - Di)/{C + Di )( C - Di ) 

AC + BD BC - AD . 

= (72+/> 2 + (7* + £> 2 

定理得证. 

定理2 如果丑(1 + 1/1) = 1 + 1^«如前记一个有理函数,徂是有实系数，那 
么就有 fl(:c-yi) = X_yi. 

首先通过实际作展开容易验证结论对幂 (x + yi) n 成立.根据加法推知，结论 
对任意的实系数多项式为真.于是,按照上面所用的记号就有 

D . •、 A-Bi AC + BD BC - AD . 

R ^ x -^ = c^m = (P + d^ 




这里除了 i 的符号自始至终有改变之外，化简的过程与以前完全 相同. 显然，对于 
任意多个复变量的函数，与定理1以及定理2类似的结果依然成立. 

定理3 实系教方程 

OoZ n + a\Z n ~ l + • • . + On = 0 

的根，如果本身不是实數的话，則可以归结为具有两两成对共耗的形式 • 

因为根据定理2可以 推出： 如果: c + yi 是其一个根,那么_ yi 亦然.这个定 
理的一个特例是如下的结果（第43节)：一个实系数的二次方程的根要么是实数， 
要么是共轭复数. 

此定理有时陈述 如下： 实系教方程的复根成对共轭出现.应该将此结论与例 
VIII的第 （7) 思加以 比较： 在一个有理系数的方程中，无理根成对共轭 出现® 

例 XXI 

(1) 直接从定义且不借助于几何思想证明第45节定理 （6). 

[首先，为证明 I* +糾< + 14,即须证明 

/{(* ++ ( 卜 I/O 2 卜 vA ® 2 + » 3 ) + Vi^+V 13 ). 

这样一来该定理就很容易推广到一般的情形.此定理是 “Minkowski 不等式”的一 
个特例，见 Hardy, Littlewood 以及 P61ya 所著 Inequalities —书第30 〜 39页 .] 

(2) 使得 

|»| + |/| + …=|2 + 〆 + - "| 

成立的仅有的情形是诸数…有相同的 幅角. 用几何方法与解析方法来证明 
它. 

(3) 证明 

(4) 如果两个复数的和与乘积均为实数，那么这两个数要么都是实数，要么是 
一对共轭复数. 

(5) 如果 

a+ by/2 + (c + dV5) i = A + By/2 +((7 + 

其中 a,b,c,d,A,B,C,D 是实的有理数，那么 



㈣ 2 .㈣ 2 , ㈣ 2 , 钱 

其中 A 和 M 是实数. 

⑺将下面的关于 z = x + yi 的函数表示成 X + Yi 的形式,其中 A •和 r 是 x 
和 y 的实函数： 2 2 ,名 3 , z n ， 1/2, * + (1/2)， (a + pz)/(^ + Sz), 其中 or，/3, 7 ，<5 是实数 • 

(8) 求上面两个例子中的数以及函数的模. 

⑼两条在点 * = a, 2 = 6以及 z = c， Z = d 相交的直线将是垂直的，如果 



也就是说,如果 ( a - b )/( c - d ) 是纯 虚数. 这两条直线平行的条件是什么？ 

(10) —个三角形的三个角点由 z = a,2 = /3,z = 7 给出，其中 ot、h 是 复数. 
证明下述 命题： 

① 重心 (centre of gravity) 由 z=|(<* + j0 + 7) 给出； 

② 外心 (circum-centre) 由 \z-a\ = \z - = |z-7l 给出； 

③ 由三个角点向三条对边所作的三条垂线的交点由 

R ( ㈢ =R ㈢ ) =R ㈢ )=。 

给出； 

④ 三角形内部有一个点尸使得 

CBP = ACP = BAP = uj 

以及 

cotw = cotA + cotB + cotC. 

[为证明③我们 注意： 如果 A,B,C 是顶点，且尸是任意一点 A 则 AP 与 BC 
垂直的条件是（第 （9) 題 )(2 - «) / 03 - 7) 应为纯虚数,也就是 
R(z-a)R(/3-7) + I^-a)I(/?-7)=0. 

这个方程以及将 a,/3,7 作循环置换排列所得到的另外两个类似的方程被^的同样 
的值满足，这可以从下述事实 看出： 这三个方程的左边之和为零_ 

为证明④， 取 BC 与 x 轴的正方向平行.那么就有 ® 

7-^ = 0, a-7 = -bds(-C), 0-a= —tCfalB. 




、一 0fTI + 7« o - 7 o « + a/3o- oq /3 


由此容易推出 cotw 的值是 ( a ^^ + c 2 )/4 A , 其中 △ 是该三角形的面积，而这与 
所给的结果是等价的. 

为了确定 z , 我们把这些相等的分数的分子和分母乘以 （ 7 o _/3 b )/ O 0- a )， 
( ao -7 o )/(7-/?), ( A )- ao )/( a -7), 并将它们相加给出一个新的分数.这就得 
到 

aaCisA + bpC\&B 4- crfCisC , 
aCisA + bCiaB + cCisC J 

(11) 顶点分别是点 a，b，c 与 x,y,z 的两个三角形是相似的，如果 


° 6 c = 0 . 


[所要求的条件是 AB/SC = 又 F / D (大写字母表示与宗 童为小 写字母所对应 
的点),也就是 (6- o )/( c - o ) = ( y - x )/( z - x ), 这与所给的条件是相同的 . 1 

(12) 从上一个例子推 导出： 如果诸点 x,y,z 共线，那么我们可以求得实数 
a ，/3,7, 使得有《+卢十7 = 0以及 ax + ^y + -tz = 0,且反之亦然（参见例XX 
的第 （4) 题).[利用如下 事实： 在此情形，由: c, j/〆 所构成的三角形与在 OX 轴上 
的某个直线三角形相似，并利用上一例子中的结果 .j 

(13) _ 般的 复 系数线性 方程. 方程 az+P = 0 有一个解2 = -p/a, 除非 a = 0. 
如果我们令 


a = a + Ai, /?>= b + Bi, z — 9 + yi, 

并使实部与虚部分别相等，我们就得到确定实数 z 和 y 的两个方程.如果 y = 0, 
该方程有一个实根，这给出 ax + b = 0,Ax+B = 0 ,而这两个方程相容的条件是 
aB-bA = 0. 



e+r, 2 = V(^ + k^), € = ±y[|{\/P+* 5 ) + ^}]. 


f l = ± ) l [\{^ h2 + k ^- h }\ 

我们必须选取符号以使 与 k 有相同的 符号： 也就是说，如果 A 是正的，我们必 
须取相同的符号,如果 A : 是负的，则应取相反的符号. 

有等根的 条件. 仅当上面两个平方根都为零，也即/» = 0 ,fc = 0,也即 c = 
b^-B\C = 2bB 时两个根才相等.这些条件等价于单个的条件 c+Ci = (6+历) 2 , 
它表达了这样的事实： （1) 的左边是一个完全平方. 
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有一对共耗复根的 条件. 由于两个共轭复数的和与乘积都是实数，所以 b + Bi 
SDc + Ci 必定两者皆为实数,也即有 B = 0,C = 0. 从而方程 （1) 能有一对共扼复 
艮,仅当它的系数都是 实数. 读者可以通过根的显式表达式来验证这个结论.此外， 
U 果多 c, 那么在此情形方程的根将都是 实数. 于是，为使方程有—对共轭复根， 
免们必须有 

(15) 三次 方程. 考虑三次方程 



















x = X + a, y = Y + fi, 

而点 (X,Y) 则与点 (x,y) 相对应.如果 (x,y) 在它的平面上描绘出一条任意类 

型的曲线， {X,Y) 就在它的平面上画出一条曲线.从而一个平面上的任意一个图 

形就会对应有另一平面上的一个图形.通过像 （1) 这样一个 z 与 Z 之间的关系 
作成的从 aroy 平面上一个图形到 XOY 平面上一个图形的对应渠道称为一个变 

换 (transfonnatioiO. 在这一特殊情形中，对应的图形之间的这种关系是很容易确定 

的. (X,Y) 平面上的图形在大小、形状以及定向上与 (x,y) 平面上的图形是一样的， 
不过向左移动了一个距离 a， 且向下移动了一个距离/3.这样的一个变换称为一个 
平移 (translation). 

现在考虑方程 

2 = (2) 

其中 p 是正的.这给出 x = pX,y = pY. 这两个图形是相似的，且类似地环绕各自 
平面上的原点展布开来,不过 (x,y) 平面上图形的尺度是 (X,Y) 平面上图形的尺 
度的 p 倍.这样的一个变换称为一个缩放 (magnification). 

其次考虑方程 

z = (coatp + isin^) Z. (3) 

显然 w = |Z|, amz 的一个值是 amZ + 也且两个图的差异仅仅 在于： (x,y) 平面上 
的图形是 (X,Y) 平面上的图形沿正方向绕原点转动一个角度.此变换称为一个旋 
转 (rotation). 

一般的线性变换 

z — aZ + b (4) 

是三种变换⑴⑵⑻的一个组合.因为,如果 |a| = p 且 ama =也则我们就可以用 
三个方程 
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这等价于下列诸变换 

z = (a/c) + (bc-ad)(z , /e), z 1 = l/Z', Z' = cZ + d 


的组合,也即等价于我们己经考虑过的类型的变换的某种组合. 



(23) 考虑变换 z = 1/Z,z = (1 + Z)/(1-Z), 并画出 (X,Y) 上与下述各曲线 
所对应的曲 线：① 中心在原点 的圆; ②经过原点的直线. 

(24) 变换 2 = (aZ + / (以+必使圆周: r 2 + y 2 = 1与（尤，10平面上的直线 
相对应的条件是 |a| = |c|. 

(25) 交比.交比 (z 1 ,z a ,z 3 ,z 4 ) 定义为 


(•81 - ^3) (2=3 - Za ) 
(21—24) («2-«3)' 















P 7 = 0 . 


【为证明此点，我们注 意到： 变换 Z = l/( Z -2 4 ) 等价于关于点2 4 的一个反 
演，再配上某种反射（第 （21) 题).如果2!，勿, 23 位于经过的圆周上，则对应的 
点 A = 1/ ( 勿 - 為)， Z 2 = 1/(Z2-Z 4 ), Z 3 = 1/(功-為） 在一条直线上 • 于是（第 
(12) 题),我们可以求得实数 a 1 ,aw , 使之满足 a '+ 摩 +Y = 0以及 a '/ (勿- z 4 ) + 
0 , /(z 2 -z 4 )+y/(z 3 -z 4 ) = O, 又容易 证明： 这与所给出的条件等价 .] 

(29) 证明与关于实数的 de Moivre 定理类似的 结论： 如果也，也，如， • •是 一 
列正的锐角，使有 


tan^m+i = tan sec 01 + sec tan , 


那么就有 

tan <t> m+n = tan sec ^„ + sec tan , 
8ec0m+n = aec<f> m aec<t> n + tan^ m tan^„ 

以及 

tan 也》 + sec < = (tan 也 + sec ) m • 


丨利用数学归纳法 .j 

(30) 变换 2 = Z-*. 在此情形有 r = /T*， 而与 me 相差 2 jt 的一个倍数•如 
果 Z 描绘出环绕原点的一个圆，那么2就描绘出绕原点的一个圆 m 次. 

整个 (x,y) 平面与 (X,Y) 平面上的 m 个扇形中的任何一个扇形相对应，每个 
扇形的圆心角为 2ji/m. (x,y) 平面上的每一个点都与 (X,Y) 平面上的 m 个点相 
对应 • 

(31) —个实变置的复函数.如果 nt)Mt) 是两个对于位于某个范围内的 * 的 
值有定义的、一个实变量 f 的实函数，我们称 


z=nt)+\>t ， {t) 


⑴ 


是 * 的复函数.我们可以通过画出曲线 

*=/(<), v=m 

从而用图表示出这个复函数.如果 2 是 < 的一个复系数多项式， 或者是 t 的一个复 
系数有理函数，我们就可以将它表示成 （1) 的形式并如此来确定由此函数所表示的 
曲线. 

①令 










r 的仅有的可能的值是於，它是 p 的通常的 n 次算 术根; 为使后面两个方程 
得到满足，其必要且充分条件是 n0 = <l> + 2kn, 是一个整数，也就是 

« = (0 + 2fai)/n. 

k = pn + q, 其中和 9 是整数，且0 < g < n, 那么0的值就是 2pm + 
{<f> + 2qii)/n, 而在此我们对 p 选取什么样的值是无关紧要的.于是方程 
z n =a = p(cos^ + isin^) 

恰好有《个根，这些根由2 = 1*(00^ + 1 8 1110)给出，其中 

r= ^p, 0 = (<p + 2qn)/n, (g = 0，1，2, • • •，n — 1). 

在 Argand 图中画出这些根就容易看出，这 n 个根是互不相同的.特殊的根 


砂 {cos (0/n) + isin (<f>/n)} 

拆的主值. 

a = l,p=l,0 = O 的情形有特殊的意义.方程 F = 1的 n 个根是 


co8 (2g3i/n) + isin (2qa/n ) , (9 = 0,1, • • • , n - 1). 

这些数称为 n 次单位根 (roots of unity); 主值就是数1本身.如果我们将数 
(2n/n) + i8in(2«/n) 记为 W „, 我们看到 n 次单位根就是 


例 XXII 

(1) 1的两个平方根是1和_1;三个立方根是1 
、四次根是个五次根是 


,|(-1-响； 


\ ^>/5-1 + 1^{10 + 2^5}| , i ^-y/5 -1 + i^lO-2%/5}j, 



(® + yw 3 + xujI ) [x + yu)l + zu 3 ) = * 2 + y 2 + « 2 - yz -zx- xy. 

⑷ a 的 n 次根是 n 次单位根与 ^5 的主值之乘积. 

⑻由例XXI第 （W) 题 推出： 

« 2 = o + /3i 

的根是 _ _ 

± V[|{ V ^ + /32 ) + a }] 

其中的符号是选取相同的符号还是选取相反的符号，视卢是正数还是负数而定•证 
明： 这个结果与第 （48) 节的结果相吻合. 

⑹证明 （a^-a^/W-a 2 ) 等于 

(a; 2 - 2a® cos 丘 + a a ) (a; 2 - 2oxcos 盖 + a 2 ) … (a: 2 - 2aa: cos ( m 饥” 31 + a 2 ). 

[ x 2* n _ 0 2 m 的因子是 

(* - a), (x - au2 m ), (x - aa^,), • ••, (*-aa^ _1 ). 

因子： r- au『 m 就是: r + a •因子 (a； - aa；5 m ),(x- au ,^-) 合在一起给出一个因子 
X 2 - 2ax cos (an/m) + a 2 .] 

⑺用类似的方法将 x 2 ^ 1 - a 2m+1 , x 2m + a^ 以及 ^+ l +a 2TO + l 分解因子. 
⑻证明 a: 2n - 2x n a n cos0 + a 2n 等于 


















可由例XXII的第⑶题推出 . 1 

2. 如果 XYZ^'Y'Z' 是两个三角形，且 


YZ Y 7 ^ = ZX-^X 7 =XY JTY 7 , 

那么两个三角形都是等边三角形.[根据方程 

(y-z)(» , -« , ) = (z - z) (/ - a/) = (® - y) (x ; - y') = « 2 

(最后一步是我们的定义）可以推出 Ei/(〆- 〆）= 0,这也就是 E〆 2 — EyV = 
o. 现在可以应用上一个例子中的结果 . 1 

3. 在一个三角形 ABC 的边上作出相似三角形 BCX,CAY,ABZ. 证明 ABC 
与 XYZ 的重心重合. 

{ 我们有 (x-c)/(6-c) = (y-a)/(c-a) = (z-b)/(a-b) = A, 最后一步是 
我们的定义■将 ^(a + V + z) 用 a，6，c 来表出 . 1 

4. 如果 X,y，2 是三角形 ABC 边上的点,使得 

BX/XC^ CY/YA^ AZ/ZB = r, 

且如果 ABC 与 XYZ 相似,那么要么 r = 1，要么这两个三角形都是等边三 角形. 

5. 如果 A,B,C,D 是平面上四个点，那么 

AD BC ^ BD ■ CA + CD ■ AB. 

[设 妁，勿 ，对， z 4 是与 A f B,C,D 对应的复数,那么同样有 

(«1 - 2 4 ) («2 - *3) + (*2 - *4) («3 - *l) + (^ ~ » a ) (*1 - *2) = 0. 

从而有 

|(«1 - Za) (Z 2 - z 3 )\ = |(*a - Z A ) (23 - Zi) + (z 3 - Z 4 ) ( Zl - z 2 )\ 

< 1(^2 - z 4 ) («3 - Zi)\ + I(z 3 - Z4) (Z! - 22)1 •] 

6. 从以下事实推导出关于圆内接四边形的 Ptolemy 定理： 共圆的四点之交比 
为实数.[利用与在上一个例子中同样的恒等式 .j 
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7.如果 2 2 + ^ = 1,则点是焦点在 1,-1 的一个拥圆的共辆直径的端点. 
[如果 CP、CD 是一个椭圆的共轭半直径， 而 S，H 是它的焦点，那么 CO 就平行于 
角 SPH 的外角平分线,且有 SPHP = CD 2 .} 

8•证明 |a + 6| 2 + |a-6| 2 = 2{|a| 2 + |6| a }. [这是下述几何定理的一个解析等价 
命題： 如果 M 是 PQ 的中点，那么0户+ OQ 2 = 20M 2 + 2MP 2 .) 

9. 从第8题推出 

|a + ^(a 2 — 6*)| + |a — yj (o 2 — 6 s ) | = |o + 6| + |a — 6|. 

[如果 a + ^(o 4 - 6 s ) = zi,a- y/(a 2 - 6*j = 勿，我们就有 

|«i| 2 + I 勿 I 2 = $ l*i + 勿 I* + $ Ni _ 勿 I 2 = 2 |a| 2 + 2 |o 2 -6 2 |, 

所以 

(|* i | + N ) 2 = 2{|o| a + |o a -6 a | + |6| 2 } »|o + 6| 2 + |o-6| a + 2|« 2 -6 2 |. 

该结果的另一个表述方 法是： 如果 和勿是 

az 2 + 20z + 7 = 0 

的根，则有 

M ( l*i I + N ) = | 芦+ v ^ t )| + |/5- >/ M | •) 

10. 证明： 方程 



的四个根就是调和相关的 ® 

[将 ^23,14^31.24^12,34 用方程的系数来加以表示，其中 

^23,14 = («1 - ( z 3 - + ( Z 1 - ^s) (*2 - 24) , 

而 Zi,Z2,Z 3 ,Z4 是该方程的根 •] 

13. 虚点和直线.设 ox + by + c = 0是一个复系数方程.如果对于0：给以任意 
一个特殊的实数或者复数值,我们都能求得一个对应的 y 的值. 满足该方程的$和 
y 的实的或者复的数对组成的集合称为一条虚直线 (imaginary straight line), :c 和 j/ 
的成对的值称为虚点 (imaginary point), 并被说成位于该直线上 .z 和 ！ /的值称为 
点 (x,y) 的坐标 (coordinates). 当 * 和 y 是实数时，点称为实点：当 a，&， C 全都是实 
数时（或者所有系数可以通过除一个因子能变成实数时)，该直线称为一条实直线. 
点 a: = a +饵, y = 7 +汩与点 x = a - 0i, y = ^ - Si 称为是共箱的；直线 

(A + A , i)x + (B + B , i)y + C + C , i = 0, 

(i4-A / i)x + (B-B , i)y +0-^ = 0 

亦称为是共轭的. 

验证下面的 结论： 每条实直线都包含无穷多对共轭的 虚点; 一条虚直线一般来 
说仅仅含有唯一一个实点;一条虚直线不可能包含一对共轭的 虚点： 求条件 （a) 使 
得连接两个给定的虚点的直线是实 直线； （b) 使得两条虚直线的交点是 实点. 

14. 证明恒等式 

(x + y + z) (» + |/W 3 + 2W!) (® + ywI + 2w 3 ) = x 3 + y 3 + z 3 - 3xyz, 

(x + y z) (x + yoj 6 + zui) {x + yu^ + z^e) (* + ywf + *w|) (* + + zw 8 ) 

=x 5 + 2/ s + z 5 - 5a^yz + bx^z 2 . 

15. 解方程 

i 3 - 3ax + (a 3 + 1)=0, i 5 - 5az 3 + 5a. 2 x + (tt 5 + 1)=0. 

16. 如果 f(x) = ao + aix + ■ • • + a k x k , 那么 

^ {/(*) + / (w») + ••• + / (w n_1 x) } = ao + On» n + 02nX 2n + … + tt A „X An , 

其中 w 是 # = 1 的（除去 a; = 1 以外的）任意一个根，而 An 则是《的包含在 
k 中的最大倍数.对于+ a M+n x» + o^+anx 2 " + ■•• 寻求一^类似的公式，其中 





描绘出一个困，除非 w = 1,而当 | C | = 1时,它描绘出一条直线 • 

20. 如果 i 如同在上一个例子中那样变化，则点 x = \ + —般来说描 

绘出一个拥圆，其焦点由 x 2 给出，其轴为 | a | +问以及 | a | _ |6|.但是如果 
M = |6|,则; r 描绘出连接和 v ^6) 的 一条有限直 线段. 

21. 证明： 如果尤是实数，且 Z = t 2 - 1 + y/(t* - t 2 ), 那么，当* 2 < 1时, Z 可 

以用圆周 a : 2 +沪+ s = 0上的点来 表示. 假设当 P > 1时，表示0 -1 2 
的正的平方根.当《的值由很大的正值减小成很大的负值时，讨论表示 z 的点的运 
动. (Math. Trip. 1912) 

22. 变换 z = (aZ + b)/(cZ + d) 的系数满足条件 ad-bc=\. 证明： 如果 
c # 0,则存在两个不动点 (fixed point )«, A 也就是在该变换下不变的点，除非有 
(o + d ) 2 = 4,而当 （a + d ) 2 = 4时,仅有一个不动点 a . 在这两种情形下,该变换可 
表示成形式 

2 -a T ,Z-a 1 1 , ,/ 

—& =K ~z^' 7^ = z^t +K - 

进一步 证明： 如果 C = 0, 则存在一个不动点《，除非 a = d ， 且在这两种情形，该变 
换都可以表示成形式 


x~a = K(Z — a), z = Z + K. 

最后，如果进一步限制 a,b,c,d 仅取正整数值（包含零)， 证明： 有少于两个不 
动点的仅有的变换有形式 

•=去 + 反 ， z = Z + K. (Math. Trip. 1911) 

23. 证明： 关系 z=(l + 邱 /(Z + i ) 把 a ; 轴上介于点 z = l 和点 Z = - l 之间 

的部分变换成经过点 Z = 1和 Z = - 1的一个半圆.求从原先选取的 z 轴的这一 
部分经过相继使用这一变换所能得到的所有 图形. {Math. Trip. 1912) 

24. 证明： 变换 



把 z- 平面上的单位圆的内部变换成 Z -平面上单位圆的内部或者外部（其中 a 是 
模不等于1的任意复数, 5是 a 的共轭，而0是实数)，并区分这两种情形 • 

(Math. THp. 1933) 

25. 如果 z = 2Z + Z 2 , 那么困 |Z| = 1与 z 平面中一条心脏线 (cardioid) 相对 
应. 

26. 讨论变换 z =\(Z + (l/Z)}, 特别地, 证明： 圆X 2 +户= o 2 与共焦捕圆 
(confocal ellipse) 

相对应. 

27. 如果 （z + I) 2 = 4/Z, 那么2- 平面上的单位圆对应于平面上的抛物 
线 flcoe 2 I© = 1,而该圆的内部则对应于该抛物线的外部. 

28. 证明 ：变换 2 = (Z + a) 2 /{Z-af 将上半 2- 平面变换成为平面上 

一个半圆的内部,其中 a 是一个 实数. (Math. Trip. 1919) 

29. 如果 2 = Z 2 - 1，那么当2描绘出圆| 2 | = k 时, 2的两个对应位置中的每 
一个都推绘出 Cassini 卵形线 (Cassinian oval)pip2 = 其中 pi,pa 是名 与点 -1 以 
及1的距离.对于 k 的不同的值画出该卵形线. 

30. 考虑关系似 2 + 2hzZ + bZ 2 + 2gz + 2/Z + c = 0.证明 ：存在 Z 的两个值， 
它们对应于 2 的同一个值，反之亦然.我们把它们分别称为平面以及 2 -平面 
中的分支点 （branch point). 证明： 如果 z 描绘出以分枝点为焦点的一个捕圆，那么 
Z 亦然. 

[不失一般性，我们可以将给定的关系取为形式 

z 2 + 2 zZcoboj + Z 2 = 1: 

读者应该对此感到满意.这样一来,在无论哪个平面中的分支点就都是 cos ecw 和 
-cosecw. 有这种指定形状的椭圆由 

\z + cosect<;| + |z — cosecu;| = C 
给出，其中 C 是一个 常数. 这等价于（第 9 题） 

Jz+ >/(« 2 - cosec2w )| + \ z ~ V( z2 ~ cosec2a, )| = G. 

将它用 Z 表示出来 .1 





31 . 如果 2 = aZ™ + 6Z", 其中 m，n 是正整数，而 a, 6是实数，那么当 Z 描绘 
出单位圆时， 2 就描绘出一条内摆线 (hypo-cycloid) 或 者一条 外摆线 (epi-cycloid). 

32. 证明： 变换 

等价于关于圆 

c^ + y 2 ) - 2ax - 2dy -6 = 0 

的反演,其中 a, 6, c,d 是实数, 0 2 +沪+ 60 0, 且艺是 Z 的共箱•当 
o 2 + d 2 + 6c< 0 



时,该变换的几何解释是什么？ 

33. 变换 


-m 


将圆 W = 1变换成一个张角为 n/c 的圆的弓形 (circular lune) 之边界，其中 c 是有 
理数，且0 < c < 1. 

34. 证明： 变换 


将 2 -平面上的单位圆的内部变换成 Z- 平面上单位圆的内部（取两次)，其中 a 
是实数，且0 < a < 1. (Math. Trip. 1933) 

















我们可以得到任意多个 ar 的函数,这只要按照我们的意愿，对I的除去正整数以外 
的其他的值任意指定 y 的值就能办到. 


如何确定 rr 的一个函数，使得它对于 z 的所有的正整数的值与一个给定的 

n 的函数对应的值相等，这个问题在高等数学中有重要的意义.它称为函数插值问 

题 (problem of functional interpolation). 

如果问题仅仅是寻求某个满足所述条件的 a: 的函数，当然不会有任何困难.我 

们可以如上面所说明的那样，直接随意填补上所有缺失 的值： 的确可以直接将 n 的 

函数的给定的值看 作为: r 的函数的所有的值，并说成后一个函数对 z 的所有其他 

的值没有 定义. 但是这个解决方案显然不是我们通常所希望得到的.通常希望得到 

的解答是某个涉及 a: 的（尽可能简单的)公式，它对: t = 取给定的值 • 

在某些情形，尤其是当 n 的函数本身是由一个公式定义的时候，有一个显然的 

解.例如如果2/ = 0(坳,这里多 (n) 是 n 的一个函数，如同 W 或者 cos mi 那样，它 

即便当 n 不是正整数时也有意义，我们自然就把: c 的函数取作为 y =炎然而 
即使在这个非常简单的情形，也不难写出对于该问题的其他几乎同等显然的解答. 
例如 

y = ^(x) + sinxn 

对 x = n 取值为冷 (n), 这是因为 sinn« = 0. 

在其他情形, <fi(n) 可以由像 (-1)" 这样的一个公式来定义，这种公式对某些 a: 
的值不再有定义（在（- l) n 这一例子 中，; c 取分数值且分母为偶数或者 z 取无理数 
值的情形, 4(n) 就没有定 义). 但是有可能用这样一种方式来变换公式,使得它对 z 
的所有的值都有定义.例如，在这一情形，如果 n 是一个整数，就有 


(-1)" = cosnn, 

故而这一插值问题就可以用函数 COSCT 获得解决. 

在其他的情形，诊⑻有可能对 x 的异于正整数的某些值有定义,但并不对所有 
x 的值有定义.例如，从 y = r*" 就得到 y = f. 这个表达式仅仅对: r 的剩下的值中 
f 初等代数中关于分 
C 为无理数时, #( 此 

T 以说）根本没有意义.这样我们就被引导到考虑这样的 问题： 将我 

们的定义以这样一种方式加以延拓，使得即使当: r 是无理数时 P 也有意义.以后 

我们将会看到这样一种所希望的延拓可以怎样得以实现. 

我们再来考虑 


















异于正整数的: T 的值没有意义.这是一个试图求解插值法的问題引导出数学的重 
大进展的例子.因为数学家们己经成功地发现了一个函数 （ r - 函数)，它具有所希 
望的性质，此外,它还有许多其他有趣而重要的性质. 


52. 有限类和无限类 


说明. 

首先，读者可能已经熟悉类的 概念. 在这里没有必要讨论类的概念中所涉及到 
的任何逻辑上的 困难： 粗略地讲,我们可以说一个类就是具有某种简单或者复杂性 
质的实体或者对象的总体或者集合.例如我们有英国国民组成的类、国会议员组成 
的类、正整数组成的类以及实数组成的类. 


此外,读者可能对于有限类以及无限类的含义己经有了想法.例如英国国民的 



1 000 001个正 整数. 类似地,有理数的类以及实数的类都是无限的.把这说成是有 
无穷多个正整数（或者有理数或者实数)是很方便的.但是读者必须永远仔细 牢记： 
我们这样说的真正含义就是指问题中涉及的类不像1 000或者1 000 000那样有有 
限多个成员. 














⑻⑷与 （b) 皆不成立. 

如果 (b) 为真,则使得 ^(n) 具有该性质的 n 的值构成一个有限的类•如果 （a) 
为真,则使得 <^(n) 不具有该性质的 n 的值构成一个有限的类.在第三种情形，两 
个类都不是有限的.让我们来研究某些特殊的例子. 

(1) 设 0(r») = «，并令 P 是“……是正整数”这一 性质. 那么就对 n 
的所有的值都具有性质 P. 

另一方面，如果/>表示“……是大于或者等于1 000的正整数”这一性质， 
那么 <t>{n) 就对 n 的除了有限多个值（也即除了 1, 2, 3, ■••,999) 以外的所有的值 
都具有性质 />. 无论在这两种情形的哪一种情形，都有⑷为真. 

(2) 如果 Wn) = n ，且是“……小于1 000” 这一性质,则有 (b) 为真. 

⑶如果 0(n) = n ，且 P 是“……是奇数”这一性质，则有 （c) 为真.因为， 
如果 rz 是奇数，则 d>(n) 也是奇数,而如果 n 是偶数，则 d>(n) 也是偶数，而 n 的奇 
数值与 n 的偶数值这两者都构成无限的类. 







我们可以将这些例外的值记为 










































等价 • 

当然，在上一个命题中出现的数 no 是 <5的一个函数.我们有时将 no 写成 
no(S) 以强调这 一点. 

读者应该想象自己遇到了一个对手,这位对手在质疑该命通的正确性.他会列 
举出一列变得越来越小的数.他可以从 0.001 开始.读者会 回答： 只要 n > 1 000, 
就有 1/n < 0.001. 对手必定会承认这一结论，不过他会尝试某个像0.咖000 1这 
样的更小的数.读者会回答 ：只要 n > 10 000 000,就有1/» < 0.000 000 1, 如此等 
等.在这个简单的情形,显然读者总会有更好的论证方法. 
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或者简单写成 lim(l/n) = 0. 有时我们也写成 

“当 n — oo 时，1/« —0"， 

它可以被读成“当 n 趋向 oo 时， 1/n 趋向0”；或者简单表示成 “l/n-> 0”_用同样 
的方式，我们记 

或者写成1 — (l/n) — » 1. 

57•当 n 趋向无穷大时 ， 《的函数 0(n) 的性状（读） 

现在让我们来考进一个不同的例 子：设 0(n) = n 2 .那么“当 n 很大时， n 2 也 

很大 

这个命题等价于如下更形式的命题 
“如果 △ 是一个无论多大的正数,那么对充分大的 n 的值有 n 2 > △”， 

“我们可以求得一个数 no (△)，使得对于 n 的所有大于或者等于 no (△) 

的值，都有 n 2 > 

在此情形很自然地会说“当 n 趋向 oo 时，趋向 oo”， 或者“《 2 与 n —起趋向 
oo”， 并记为 2 

最后，考虑函数 «A(n) = -n 2 . 在此情形，当 n 很大时, <f,(n) 的绝对值也很大， 
但它本身是负的,我们自然就说成“当 n 趋向 oo 时,趋向 - oo”， 并记为 


符号 -oo 在这种意义下的使用提示 我们： 为了保证记号有更大的一致性，用《 2 — 
+00代替 n 2 -» 00,并在—般情形用+00来代替00,有时会是很方便的 • 

但是我们还要再一次 重复： 在所有这些命题中，符号 OO,+00,-00 本身并没有 
任何意义,仅仅当它们出现在与我们刚刚给出的解释有关的特殊的地方，它才取得 
某种意义. 

58. 极限的定义 
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0.000 1或者任何正数都必须 为真; 而对5的任何这样的值，该结论必须对于 n 的 
从某个确定的值(<5)开始的所有的值皆为真,尽管通常来说，的值越小，这个值 
no(S) 就会越大. 

由此我们构造出下面正规的 定义： 

定义I 函数 0(n) 说成是当 n 起向00时赶向极限/，如果不论是如何小 
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上的以及位于它右边的所有的点，都夹在平行直线 y = l-S 与 y = l + 5 之间•我 


图25 

们将会发现，当处理对于一个实变童的所有的值而不仅仅是对正整数值有定义的函 
数时,这种研究定义的几何方法特别有用. 

60. 极限的定义 （缜〉 

对于当 n 趋向 oo 时趋向一个极限的 n 的函数,我们己经讨论了很多.现在我 
们必须对于像 n 2 和 -n 2 这样的趋向正无穷或者趋向负无穷的函数来构造相应的 
极限定义.到目前为止读者应该很容易理解下述定义. 

定义II 函數必㈨说成是与 n —起趋向 +oo( 正无穷大)，如果当给定任意一 
个无论多么大的教△，我们部能确定 no(A), 使得当 n 彡《 0( 八)时就有多 (n) > △成 
立； 这也就是说，如果不论△多么大，对于《的充分大的值都有 0(n) > △. 

该命题的另一个不那么精确的形式是“如果随着 n 足移地增大,我们能使 flKn) 
达到我们所希望的那么大”.它在一个基本要点上有些含混不淸，也即, <f>{n ) 必须对 
于 n 的满足 n^no(A) 的所有的值，而不仅仅是对某一些这样的值都大于 A. 不 
过,如果我们明白了它的含义，则应用这样的表达方式并无任何混淆. 

当炎 (n) 趋向 +00 时，我们记 


夕 (n) —► +oo. 

我们把构造趋向负无穷的函数的对应的定义留给读者自己完成. 
61. 关于定义的几个要点 


读者应当 f 
⑴显然 ，\ 
F 会改变当 n i 


S 当仔细注意下述几点. 

,我们可以对于 n 的任意有限多个值任意改变 4，{n ) 对应的取值而决 
2 时多 (《) 的性状_例如，当 n 趋向 oo 时， 1/n 趋向 0. 我们可 
以从 1/n 出发，通过改变它的有限多个值来得到任意多个新的函数.例如，我们可 
以考虑在 n = 1,2,7,11,101,107,109,237时取值等于3,而对 n 的所有其他的值取 
值为 1/n 的函数 0(n). 对这个函数，恰如对原来的函数 1/n —样，有 lim^(n) = 0. 
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其极限与 d>(n) 的所有的函数值都 相等; 对于 

^( n ) = l / n , (- l ) n / n , 1 + (1/ n ) , l + {(- l ) n /«} » 

它们的极限不与任何一个函数值相等;对于 

0 ( n ) = (sin ^ tmi ) / n , 1 + { (sin | nn ) / n } 

(当 n 趋向 oo 时容易看出其极限分别为0和1，因为 sin ^rm 从数值上来说从来都 













【g - 1, 如此下去,情形亦与此相同.于是 <f>{n ) 的值形成有限多个不同的值的循 
I复.显然，在这种情形，当《趋向无穷时, Hn) 既不可能趋向一个极限，也不可 
I向 +oo, 或者趋向- oo. 

e 是无理数的情形会稍微有一些困难.我们将在下一组例子中对此加以讨论. 

振荡函数 

定义当 n 趋甸 oo 时, <!>{n) 酕不趋 向一个板限，也不趋向 +oo, 且也不趄向 
，我们就称彡 (n) 当 n 趋向 oo 时是株荡 (oscillate) 的 • 

—个函数 4>(n), 如果它的值如同在上面最后一个例子中所考虑的那样是一组 

3的值的不断的循环重复，那么该函数一定是振 荡的； 不过当然，函数也有可能 

I荡的，但却不具有这种特性.振荡是以否定的形式加以定 义的： 当函数不具有 
?另外的性质时，它就是振荡的. 

振荡函数的最简单的例子由 

^(n) = (-l) n 

I，当 n 为偶数时它等于+1，而当 n 为奇数时等于- 1. 在此情形，函数值是循 


^(n) = (-ir + n- 
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当 n 很大时，每个函数值都几乎是+1或者-1，而且显然，不趋向一个极限， 
也不趋向+00或者 -oo, 从而它是振荡的，不过它的函数值并不循环.应该注意的 
是,在这种情形,於(幻的每个值的绝对值都小于或者等于类似地， 

彡 ( n ) = (-1)" 100 + 1 000 n - 1 

是振荡函数.当 n 很大时，每个函数值都接近等于100或者 -100. 数值上最大的 
值是 900( 对 r»=l). 现在考虑必 (n) = (-l) n n， 它的值是-1,2,-3,4,-5,….这个 







如果 ainn^Ji l , 那么 


2cos (n + 去) 071 sin ^0 n = an(n + l )0 n — ainnOn - 
k cos (n + •) - 0,从而 


(n+i^ = * n + 5 + e„, 
其中 fcn 是一个整数,而 e„ - 0,所以 


9 = kn-kn-l +e n - e n -i =ln + Vn, 

这里 Z„ 是一个整数,而 TM — 0. 这显然是不可能的,这是因为0是一个常数，且它 
夹在0和1之间. 

类似地 证明： cos 曲 是有限振荡的，除非0是一个偶整数. 

(8) 除非0是一个整数，否则 sinnfljt 或者 cosnen 不可能对于所有很大的 n 的 
值接近等于两个值 a, 6中的某一个值. 

[这可以用与第7應类似的方法加以证明，只不过要比那里更复杂一些 .j 

(9) 8innen + n,sinr»dre + n- 1 ) (-l) n 8inneji. 

(10) acos nBn + 6sin nOn , sin 2 n $ n,a cos 2 nOn + b sin 2 nBn . 

(11) nslnndji. 如果 n 是整数，则有冷(《) = 0, 故而 ^(n) — 0.如果0是有理 
数，但不是整数，或者是无理数，那么 ^(n) 无限振荡. 

(1 2 ) + 在此情形，如果 a 和&两者皆为正数，则 < f >( n ) 

趋向 +oo, 但如果两者均为负数，则 < P ( n ) 趋向 -oo. 考處 o=Q,6>0 或者 a > 0,6 = 

0的特殊情形.如果 a 和&有相反的符号，则 0(n) —般来说无限振荡.研究任何 

例外的情形. 

(13) 3 inn! 如.如果0取有理数值 p/ 9 , 那么对 n 的所有大于或者等于 g 的值， 

nW 肯定都是 整数. 从而 4>{n) ^0.0 取无理数的情形，如果不借助于对于一个困 
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(17) 公元 n 年的天数 • 


例XXV 

⑴如果对 n 的所有的值都有彡 ( n ) — +oo 以及矽 (《) 彡炎(》)，那么矽 ( n )-> 

(2) 如果对 n 的所有的值都有0 ㈨ — 0以及1必(》)1 彡 1必(》)1，那么矽 (《) — 0. 
⑶如果 Um |^( n )| = 0, 那么 ] xm 4>( n ) = 0. 

，且当 n 多 no 时有⑹ ( n )|<|0(«)|, 


⑷如果 4>{ n ) 趋向一个极限或者有限振荡， J 
那么 V(«) 趋向一个极限或者有限振荡 • 

(5) 如果 Hn ) 趋向 +oo, 或者趋向-00 ,或 


( 5 ) 如果在( 4 趋向+ 00 ,或者趋向- 00 ,或者无限振荡，且当 n 0 时有 
| V ( n )|> M ( n )|， 那么 V ( r ») 趋向 + oo , 或者趋向 - oo , 或者无限振荡 • 

( 6 ) “如果 4>( n ) 振荡，且无论 no 有多大，我们都能求得大于 如的 n 的值，使 
有岭⑹ > 0 ( n ), 也能求得大于 no 的 n 的值，使有矽( 1 ») <冷 ( n ), 那么分⑷振荡 •” 
此说法是否为真？如果不真，请给出一个反例. 

( 7 ) 如果当 n -. ooBtW ^(«)-»/, 则也有 4 >(n + p )-^ l,p 是任何一个固定的 
整数. 

丨这可以立即由定义推出.类似地我们 看出： 如果炎 ( n ) 趋向+ 00 ,或者趋向 - 00 , 
或者振荡，那么 ^( n + p ) 亦然 .j 

(8) 如果 p 随 n 的变化而变化,且其绝对值总是小于一个固定的正整数或 
者，如果 P 随 n 的变化而以任意方式变化，只要它永远是正的，则同样的结论成立 


(9) 确定使下列各式成立的最小的 no 的值： 

(Dn a + 2n>999 999 (n^no)； ② n 2 +2n > 1 000 _ (n > no) ■ 

(10) 确定使下列各式成立的最小的 no 的值： 

① n + (-l) n > 1 000 (n^no); © n + (-l) n > 1 000 000 (n ^ no). 

(11) 确定使下列各式成立的最小的 no 的值： 

① n + 2n > △ (n > no) ;② 《+ (-1)" > △ (n ^ no), 

这里 △ 是任何一个正数. 


[① no = [v^CA+iy]： ② no = 1 + [△] 或者 no = 2+ [△]，这要根据 [△] 是奇 
数还是偶数而定，也即有 no-l + [A] + i{l + (-l) lA, }.] 

(12) 确定当 7i > no 时使下列各式成立的最小的 no 的值： 

① ^T < oooo 1; ② ^ + ^~ < 0 000 001 - 

[让我们考虑后一情形.首先有 







这个结论几乎是显然 的®. 读者可以马上想出的论证方法大致 如下： “当 n 很 
大时， 4(n) 接近等于 a， 而岭 (《) 则接近等于6,于是它们的和接近等于 (X +6”. 不 


过我们需要相当正式地将这个证明加以叙述. 

设5是任意一个指定的正数（例如 0.001,0.000 000 I,-)-我们需要证明：可 
以找到一个数 no, 使得当 n > no 时有 

|^(n) + V>(n)-o-6|<J. (1) 

现在根据在第3章中证明的一个命题（它确实比我们这里所需要用的结论要更加 
一 般)： 两个数的和的棋小于或者等于它们的模之和.从而 

|0(n) + ^(n)-o-6|< 敁 (n) -o| + |V»(n)-6|. 

由此推出，如果我们可以选取 no, 使得当 n 彡 no 时有 

|^(n)-o| + |^(n)-6|<5, (2) 

则所希望的条件一定会得到满足. 

给定任意的正数我们可以求得叫，使当 n 彡 ni 时有 (n) - a \<6 '. 我们 











作为例子，我们取 

①令⑻= ( 一 1广，必 ( n ) = (- l ) n +1 ; ②0 ㈨ =分⑻= (-!)"■ 

(6) 如果必⑷有限振蕩，且4⑹无限振塞，那么 0( t *) + 於⑻无限振薄. 

因为必 ㈨ 的绝对值永远小于某个常数，比方说兄另—方面， 由于妒 ㈨ 无限 

振荡 ，故岭 ( n ) 在数值上必定取到大于任何指定的数的值（例如 10 K ， 100 K , … ) •从 
而於 ( n ) +必 ( n ) 必定取到大于任何指定的数的值(例如9欠，99欠，… ). 所以冷 ㈨ + 
^( n ) 要么趋向 + oo 或者 - oo , 要么无限振荡.但如果它趋向+00,那么，根据上面 
的结果， 

V »( n ) = {^( n ) + V -( n )}-^( n ) 

也就会趋向 + oo •从而多⑻+岭 ⑹ 不可能趋向 + oo . 类似地，它也不可能趋向 
-00： 因而它无限振荡. 

(7) 如果 0( n ) 和矽 ( n ) 两者都无限振荡，那么於 ( n ) + 矽 ( n ) 可以起向一个板限， 
成者趦向 +oo, 或者趁由 -oo, 或者有限振蕩，或者无限振苺 • 

例如，假设 < P ( n ) = (- l ) n n ，而 作) 依次取下列函数中之一： （- l ) n +1 n , 
/l + (_ l )»+ i } n> _{1 + (- l )»} n , (- l) B+1 (n + l ), (- l ) n n , 这样我们就得到了所 
¥ 5种可能性的例子. 

结论 （1) 〜⑺ 覆盖了所有实际上不同的 情形. 在转而研究两个函数的乘积之 
前,我们可以指出 ：定理 I 的结果可以马上推广到三个或者更多个数的函数之和去， 
其中每个函数当 n - oo 时趋向某个极限. 


65. B . 两个性状已知的函数的乘积之性状 


我们现在来对两个函数的乘积证明一组类似的定理.主要的结果如下. 
定理 II 如果 lim 彡 (71) = <1 且 11111 畛 (n )={>, 那么 
lim^(n)^(n) = a&. 

令 

^(n) = o + ^i(n), ^(») = 6 + ^i(n) , 

所以有 lim0i(n) = 0 以及 limVi (n) = 0. 这样就有 

<Kn) if>(n)=ab + ailfi (») + Hi (n) + <ki C«) (») - 


于是差冷⑹沴 ( n ) - 的值一定不大于 a 也 ( n ) ，吨(》>，也 (《) 咖 ( n ) 的绝对值之 

和.由此推出 

lim{^(n)V(n) - at} = 0, 


这就证明了定理. 







下面是一个严格的正式的证明.我们有 


|^(n)^(n) - afc| < |aV»i ⑻ | + |咏⑻ | + 1九㈤ 咖(》)| . 

假设 a 和&均不为零，我们可以板设 5<3|a||6|, 并选取 no, 使得当 n 彡 r»o 时有 
l^x(«)l<|VH. l^(n)|<|i/|o|. 

这样就有 

l^(n)V>(n)-a6| <|«+|«+ | i« 3 /(H W)} < S. 

从而我们可以选取 no, 使得当 》» 会 no 时有 |0(n)^(n)-afe|<«S, 定理得证.读者应该对 a 
和6中至少有一个数为零的情形提供一个证明. 

我们几乎不需要推出，与定理I相同，此定理可以立即推广到任意多个 n 的函 
数的乘积.还有一系列与第64节中关于和所陈述的那些结果相类似的、关于乘积 
的辅助 定理. 我们必须对当 n 趋向 oo 时 0(n) 可能有的6种不同的表现方式加以 
区分.它可能⑴趋向一个异于0的极限； （2) 趋向0; (3a) 趋向+00; (3b) 趋向 
-oo; ⑷有限 振荡； （5) 无限 振荡. 通常不必将 （3a) 和 （3b) 分开来考虑，因为关于 
—种情形的结果可以从关于另一种情形的结果通过改变符号而推导出来. 

详尽叙述这些辅助性的结果会占用过多的篇幅，故我们选取下面两个结果作为 
例子，而把它们的验证留给读者完成.读者将会 发现： 由他们自己来对剩下的某个 
定理加以总结，会是一个富有启发性的练习. 

⑴如果0(«) — +00且岭(《)有限振籌，那么洽 (》») 矽 (《) 必定超向+00,或者趋 
向- oo, 或者无限振荡 • 

这三种可能性的例子可以由取必(7»)为 n, 而取 V>(n) 为三个函数2 + (-l) n , 
-2-(-1)' (-1)" 之一得到. 

(ii) 如果沴 (n) 和矽 (n) 有限拫薄，那么沴 (n) 矽 (n) 必定起向一个极限（该极限可 

以是 0), 或者有限振荡. 

例如，取 

(a)0(n)=^(n) = (-l) n ； (b) ^(n) = 1 +(-l) n , ^( n ) = 1 - (-l) n ； 

(c) 炎 (n) = cos|nn,^(n) =sin^rwi. 

定理 II 的一个重要的特例是其中 tP(n) 为常数的情形.此时该定理直接断 

言•-如果 Um^(n) = a, 则有 lim^(n) = ka. 对此我们可以补充辅助 定理： 如果 

參 (n) — +oo, 则有 ^(n)^+oo 或者*^(«) - -oo, 根据 A 是正数还是负数而定， 

除非 k = 0, 因为在 A: = 0时当然对 n 所有的值都有祕 (n) = 0,所以 Urn 蚴⑷= 0. 
而如 果多⑹ 有限振荡或者无限振荡，那么秘 ( n ) 亦然，除非有 fc = 0 . 







66. C. 两个性状已知的函数的差以及商的性状 

自然，对于两个给定的函数的差也有—组类似的定理，它们是前面结果的显然 
的推论•为了处理商 、 

兩， 

la 不等于零*那么 


0(n) = a + 0x(n), 

= 0. 这样就有 

| 1 1| I 扣 ⑻I 

|^(»0 _ °1 _ |a||a + 也 (n)l’ 


显然，由于 Um0 1 (n) = O, 我们可以选择 no, 使得它当 n > n 0 时比任意一个指定 
的数 <5都小. 



lim/2{^(n) ，螃 (n) ， x(n) ， ...}= 及 (<» ， 6，<:， . •. 

因为 /> 是有限多个形如 

4^(n)> P Wn)}* - 

的项之和，其中乂是一个常数，而 p, 9 , …是正整数.根据定理 n( 或者毋宁说是根 
据关于任意多个函数的乘积的推广的结果),这一项趋向 AaPlfl - -, 所以根据定理I 
的一个类似的推广可知， P 趋向 P(a,b,c，"）. 类似地, Q 趋向 Q(a，b， C ,.") ，于是 
由定理IV就得出我们的结果. 

68. 定理V(续） 

前面那个一般性的定理可以应用到如下非常重要的特殊问题 中去： 当 n 趋向 
oo 时， n 的最一般的有理函数，也即 


S(n) = 


apnP + aiwr -1 h - j-Op 

bon^ + birfi~ 1 + ■ ■ • + b q 


的性状如何 ®? 

为了应用该定理,我们变换 5(n), 将它写成形式 


叫 《+...+ 骄 + ! + ... + 轨 

大括号中的函数有/2{^(0)}的形状，其中 0(r») = 1/n， 于是，当 n 趋向 oo 时, 
R{4>(n)} 趋向极限用0) = ao/bo. 现在，如果 p < 9 ,则有 n" — 0;如果 p = 9 ,则 
有1;而当 p > </时有 n»-o - +oo. 故而根据定理II有 


lim 5(n) = 0 (p < q), 


lim 5(n) = ao/bo (p = g), 

S(n) -» +oo (p>q, ao/bo 是正数)， 
S(n) -* -oo (p>q, ao/bo 是负数) • 


例 XXVI 

⑴当 r* -» oo 时，诸函数 

㈢)' (-啦 n. 


之性状如何？ 




⑵当 n — oo 时，诸函数 

1 / (cos 2 !rm + nsin 2 |njt^ , l^|n (cos 2 |rui + nsin 2 , 

(ncos^nji + sin 2 ^!)/ |n ^coe 2 |n« + nsin 2 | 

中哪一个（如果有的话）趋向一个极限？ 

(3) 用 5(«) 表示上面所考虑过的 n 的一般的有理函数, 证明： 在所有情形都有 

- 榮 =i, - 

69 .以 n 为变置且与 n —起递增的函数 

一个特殊的然而也是特别重要的一类 n 的函数是由当 n 趋向00时其变差始 
终沿同一方向的函数所形成的，也就是当 n 增加时函数值始终增加（或者始终减 
少）的那些函数.由于当 <f>{n) 始终减少时， -^(n) 始终是增加的,所以不需要分开 
来考虑这两种 函数； 因为对于其中一种函数所证明的定理可以立即推广到另一种函 
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此定理是 Dedekind 定理（第17节）的一个简单 推论. 我们把实数€分成两个 

类 i 和/?,根据对某个 n 的值（当然也就对所有更大的值） 有 还是对所 

有 n 都有 C 来将4归入[或者兄 

类 L 肯定存在, 而类丑 有可能存在，也有可能不 存在. 如果它不存在，那么给 
定一个无论多么大的任意的数△，对所有充分大的 n 都有冷 (n) > △, 所以 
^(n)-»+oo. 

如果反过来存在，类 L 和 i? 就作成实数的一个在第 17 节意义下的分割，设 

a 是与这个分割所对应的数，而令 J 是任意一个正数.那么对 n 所有的值都有 

0(n) < a + 5,由于是任意的，故有 ^(n) < o. 另一方面，对某个 n 的值有 
4>( n )> a - S , 故对所有充分大的值亦然.从而对《的所有充分大的值均有 
a — 5 < ^ (n) < o; 

也即有 

^(n) -»o. 

应该注意到，一般来说对所有 n 的值有 «(n) <a. 因为如果对任意一个 n 的值有 </>( n ) 
等于 a, 它就必须对 n 的所有更大的值也等于 a. 从而除了最终 < Hn ) 的值全都相同这一情形 
之外， 4>( n ) 绝不可能等于 a. 如果情况确实如此，则 a 就是 L 中最大 的数； 反之则 L 中没有 
最大的数. 

推论 1 如果 0(n) 随 n —起递增，那么它将趁向一个极限，或者越向 +oo, 
这要根据是否能找到一个 數尺, 使得对 n 所有的值均有 < l >( n)<K 而决定. 

以后我们将会发现此推论非常有用. 

推论2 如果多⑻随 n —起递增，且对 n 所有的值均有 < f >{ n ) < A •，那么 
4>{ n ) 趋向一个极限，且此板限小于或者等于 A：. 

要注意的是极限可以等于例如,如果 Hn ) = 那么 < f >( n ) 的每一 

个值都小于3,但是它的极限等于 3. 

推论 3 如果於 (n) 随 n —起遂增，且趣向一个板限,那么对 n 所有的值均有 


读者应当自己写出在 命㈨随 n 增加而递减的情形下相对应的定理以及推论. 
70. 对定理的说明 


这些定理的极端重要性在于如下的 事实： 在许许多多的情形,它们都给了我们 
(到目前为止我们没有）一种方法来决定一个给定的函数当 n — oo 时是否趋向一 










f 出它的极限或者用别的方法事先推算出它的极限■如果 
i 存在的话）一定是什么，我们就可以利用 


|0( n )-/|<5 ( n ^ no ) 

^(n) = 1/»这一情形,其极限只可能是零.但是假设我 


上面那种含有 Z 的判别方法无论如何都不可能直接用来判断 i 是否存在. 

当然，该检测法有时可以用归谬法间接地证明 I 不可能 存在. 例如，如果 < t >( n ) = (-1)", 
显然 Z 必须等于1,又必须等于 -1, 这很明显是不可能的. 


71.第19节中 Weierstrass 定理的另 一证明 


第69节中的结果使我们可以对第19节中已经证明的重要定理给出一个另外 


的证明. 










这样一来, T 驗 S 的 一个极 限点.因为,假设$是它的坐标，并考虑任意一 
个形如 （€- 表 f + «5)的区间.如果 n 充分大， P n Q n 就完全落在这个区间的内部 ®. 
从而 K +幻包含5中无穷多个点 • 


:" 的极限 

勺结果应用至 


72. 当 n 趋向 oo 时 * 叫 

让我们将第69节的结果应用到 ^(n) = x" 这一特别重要的情形.如果 2 
则有彡⑻=1，从而 lim 彡⑻=1，而如果 x = 0, 则有 <^(n) = 0,从而 lim^(n) = 0, 
所以这些特殊情形不会对我们造成困难. 

首先，假设 a： 是正的,那么，由于沴 (n + 1) =x^(n), 故而当 a： > 1时 0(n) 与 
n —起增加,而当: r < 1时诊 (《) 在《增加时减少. 

如果： r > 1，那么 F 必定或者趋向一个极限（它显然必须大于 1) 或者趋向 +oo. 
假设它趋向一个极限 Z. 则根据例XXV的第⑺ 題有 lira 必 (n+ 1) = lim^(n) = i, 





向 +00, 这样一来， f 既取正值,又取负值,而且能取到绝对值比任何指定的数都 
要大的值.从而 P 无限振荡.总结起来有以下 结论： 

^(n) = *"-»+oo (* > 1) , 
lim^(n) = 1 (® = 1) » 
limflKn) = 0 (― 1 < * < 1) I 

炎 (《) 有限振荡(» = -1), 

洽 ( n ) 无限振荡 (* < -1). 

例 XXVII® 

(1) 如果沴 ( n ) 是正的，且彡 (n + 1) > K < t >[ n ), 其中对所有 n 的值都有 K > 1, 
那么 ^(») -♦ +00. 

[因为 

沴 ( n ) >^( n - l )> irV (»-2)>- K n ~ l ( p ( l ), 

而由于凡" — oo , 故而由此立即推得结论 •] 

(2) 如果条件仅当 n > no 时满足，那么同样的结论仍成立. 

⑶如果 < P ( n ) 是正的，且 < f>(n + l )< K < t >{ n ), 其中0 < 尺 < 1,那么 Um < f >{ n ) = 
0. 如果此条件仅当 n ^ n 0 时满足，那么这个结论依然成立 • 

⑷如果当 n > no 时有 | 多 (n + 1)| < if |多 ( n )|， 且0 < 尺< 1，那么 lim 0( n )= O . 
(5) 如果炎 ㈨ 是正的，且 Z > 1,那么少 (《) — + oo . 

[因为我们可以这样来确定 n 0 , 使得当❼呵时有 {0( n + l )}/{^( n )}> A ：> l ： 
例如，我们可以取 ii •是1与 i 的中值.现在再应用第 （1) 题的 结论] 



那么 lim ^( n ) = 0. [如同从第⑴雇得出第 （5) 题一样，它可以从第⑷题推出_】 
⑺确定当 n — oo 时炎 ( n ) = 的性状，其中 r 是一个任意的正整数. 

[如果 a : = 0,则对 n 所有的值都有= 0,故有0 ( n ) — 0. 在所有其他情形 











73. (l + i )" 的极限 

当攻 (《} = (1+ n - 1 )" Bf , 给出一个更加困难的问题，此问题可以借助第69节 
的方法加以解决. 

由二项定理推出 

+ C 4k 1 - K _ . 

此表达式中的第 p + i 项，也即 

+17^ (! 4) 0 …0 O 

是正的，它是 n 的增函数,且该展开式中的项数也随 n 增加而增加.因此 (1 + ^) 
随71增加而增加，所以当 n^oc 时它趋向一个极限，或者趋向 + oo . 

但是 

( 1 + 士）<1 + 1 + 1 1 2+ 1 ^3+ -+ 1 . 2 . 1 3 ...„ 

<1 + 1 + 5 + ^+-+ 2 ^< 3 - 
从而 (l + i )" 不可能趋向+00,所以 

(1 + $) = e , 
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⑴显然，如果 a > 1 ，且 f 是正整数，那么 

ra r > a r - 1 + o p - 2 +••• + !. 

将这个不等式的两边用《 - 1 来乘,我们得到 

ra r (a — 1 ) > a r — 1 , 

每一边再加上 1 )，再用 r (r + 1 ) 来除，我们得到 

( a>1 )- (D 

类似地可以证明 

( 0 <冷< 1 ). ( 2 ) 

由此推出，如果 r 和 s 是正整数，且 r > S ，那么 

(3) 

这里 0 </?< l <«. 特别地，当时有 

a r -l > r ( a - l ), 1 _ /T < r(l - 0). ⑷ 

⑼在假设 r •和 S 是正整数的条件下，不等式⑶和⑷已经得到了证明.但 
是容易看出，这两个不等式对更一般的假设条件 “ r •和 s 是任何正有理数”依然成 
立.例如，考虑不等式 （3) 中的第一个式子.设 r = «/ 6 ,《 = c /禾 其中 a,b,c,d 是正 
整数，所以 ad > 6c . 如果令 a = 7 W ， 则该不等式有如下形式 
( 7 od - l )/ ad >( 7 te - l )/ 6c , 

而这是我们已经证明的结果.同样的方法也适用于剩下的不等式.显然,类似的方 
法可以证明 ：如果 * 是小于 1 的正有理数，则有 

a -- l <5(«- l ), 1-0>> 8(1-0). (5) 

( in ) 下面 约定： 所有的字母都表示正数,》*和 3 是有理数， a 和 r •大于 1 , /3和 s 小于 
1 .在⑷中用 1//3 代替用 1 /«代替久我们得到 

i-/T > r /3 r - 1 ( l -/3). ( 6 ) 

类似地，由⑻推出 

a *- l >« a ^ 1 ( a - l ), 1 -/3* < (1 - /3) . ⑺ 
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将⑷和⑹组合起来,我们看出有 

ra r_1 ( a - 1 ) > a r - 1 > r ( a - 1). ⑻ 

用 */!/ 代替 a , 得到：如果 : r > y > 0,则有 

raf- 1 (x^y)>x r -y r > ry r ~ l (x-y). ⑼ 

对 （5) 和 （7) 运用同样的方法得到 

ax— 1 (x-y)<x 9 -y* < «y* -1 (*-»)• ( 10 ) 

例 XXVIII 

(1) 对 r = 2, 3 雄证 （9)， 对 s = |， 5 验证 （10). 

(2) 证明 （9) 和 （10) 对于 y > I > 0也成立 • 

(3) 证明 （9) 对 r < 0也成立 • 

[不等式 （9) 和 （10) 的一个远为完整的讨论可以在 Inequalities 一书第2章中 
找到,也见附录 1.] 

⑷如果当 n oo 时有必 ( n > - f , 其中 Z > 0,而 fc 是有理数，那么铲 - W fc . 
[根据第66节的定理 III ，我们可以假设*>0;且可以假设< 0 < 2〖，这 
是由于从 r » 的某个值开始往后此式肯定能够 成立. 如果 *： > 1，则根据 4>>1或者 
♦ <1、 我们有 

kd> k ~ l (</>-l)><l> k -l k > W *- 1 (彡 - 0, 

或者 

W *- 1 (I - 4) > l k - (l> k > kip' 1 - 1 (Z - 妁. 

由此推出， I 铲 - 和味 - 1|的比值介于 fc 和 * (20* -1 之间当 0 < * < 1 

时证明类似.如果 fc > 0,则当 i = 0时,此结果依然成立 .] 

(5) 将例 XXVII 中第⑺， （8), ⑼题的结果推广到 r 或者*是任何有理数的 
情形. 

75. n (^- l ) 的极限 

如果在第74节不等式⑶的第一个式子中取 r = l /( n - l ),5 = l / n , 我们看 
到，当 a >1时就有 


(n -1) ( — 1) >»(^a-l). 




于是，如果少 ㈨= »(W - 1)，那么冷 ( n ) 就随 n 的增加而递减•又參 ( n ) 永远是 
正的.从而当 n — oo 时，於 ㈨ 趋向一个极限 i , 且有 Z > 0. 

又如果在第74节不等式⑺的第一个式子中，置《 = 1/»，我们就得到 

n ( \^a — 1) > (1 — 丄) > 1 — 士. 

从而 Z > 1 - (1/ a ) > 0. 于是,如果 a > 1,我们就有 

f lim j n (^ a - 1) = f ( pi ), 

其中 /( a )>0. 

其次假设/?< 1,并设 /3 = l / a , 则 n (妙一 1) = - n (^ a -1)/^5. 现在有 
n (^5- l )-»/( a ), 又有(例 XXVn 的第 （10) 题） 

^ a -» 1. 

这样一来,如果办= 1 /a < 1,我们就有 

n (的 -1) —-/ ⑷. 

最后，如果 z = 1,那么对 n 所有的值,都有 n (作 -1) = 0. 

这样我们就得到 结论： 极限 

limn (^ x - 1) 

对 a ; 的所有正的值定义了 z 的一个 函教. 这个函教 /( a :) 具有性质 

/(I/*) = -/(*), /(1) = 0, 

且它取正值或者负值要根据 a : > 1或者 I < 1来 决定. 以后我们将会把此函數与 x 的 
自然对數 (Napierian logarithm ) 等同起来. 

例 

证明 f(xy) = f(x) + f(y ). [利用等式 

/(® y ) = limn (^ iy - I )= liai { n {^- l ) ^y + n(^y-l)}.] 

76. 无穷级数 

假设 u ( n ) 是对所有 n 的值都有定义的 n 的一个任意的 函数. 如果我们将 u 卜） 
对于!/ = 1,2,…， n 的值加起来，就得到 n 的另外一个函数，也即 
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它也对所有 n 的值都有定义.一般来说,最方便的是将我们的记号稍加改变，并把 
此等式写成形式 

«n = «1 + «2 H - + t*ni 

或者 ，更简洁地写成 

如果现在我们假设，当《趋向 oo 时,〜趋向一个极限 S, 我们就有 

此等式通常写成下列形式之一： 

U„ = 8, ttl + Uj + U3 + …=«， 

式中的省略号表示级数中的无穷性. 

粗略地说，上面这个等式的意 义是： 将越来越多的叫加在一起,我们得到的值 
就与极限 S 越来越接近.更箱确地说，如果 <5是取定的任意小的一个正数，我们都 
能选取 no(<5) 的值，使得该级数的前 no (5) 项之和，或者任意更多项数之和都介于 
s - J 与* + 5 之间; 用符号来表示 就是： 如果 r* 彡 no ⑷，则有 

5 — 5<3„<5 + tf. 

在这些情况下我们就称级数 

Ui + «2 H - 

是收敛的无穷级数 (convergent infinite series), 称是该级数的和，或者称为该级数 
的所有项之和. 

于是，说级数切+ « 2 + _ • • 收敛且有和或者说该级数收敛于和 * 这仅仅是 
表述“当 n — 00时，前 n 项之和〜二圯+叱+…+〜趋向极限.**”的另外一种 
方式，対这种无穷级数的考虑并没有引进超出本章前面部分读者所熟悉的内容的任 
何新的思想.事实上,正如我们所考虑过的函数那样，和式〜仅仅是用一种特殊的 
形式来表示的一个函数 <A(n). 通过记 

^ («) = ^ (1) + {0 ( 2 ) - ^ (1)V + • • • + {^(n) - - 1)} > 


任何一个函数 d >( n ) 都可以表示成这种 形式； 比方说，当 n — oo 时，有时说成 
“0⑹收敛(代替‘趋向 ’） 于极限 r 是更为方便的. 
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如果 Sn — +00或者 S n -OO, 我们就说：级数 «1 + «2 + •'' 是发散 
的 (divergent), 或者根据情况说成发散于+00或者 -oo. 这些术语也可以用于任 
何函数 Hn). 例如，如果 ^(n)-+oo, 我们可以说少 (71) 发散于 +oo .如果不趋 
向一个极限，也不趋向 +0O 或者 -oo, 那么它有限振荡或者无限 振荡： 在这一情形， 
我们可以说级数 UX+U2+ -- 有限或者无限振荡 • $ 

77. 关于无穷级数的一般性定理 

当处理无穷级数时，我们将会常有机会使用下述某个一般性的定理. 

(1) 如果 U1 + U3 + …收敛，且有和 S， 那么 a + ui+ti2 + …收敛，且有和 a+s. 
类似地， a + 6+c+- - + fc + «i + u 2 + - 收敛，且有和 a + 6 + c+•-. + * +a. 

(2) 如果妁 + ti 2 +…收敛，且有和孚那么+11„ +2 +…收敛，且有和 


(3) 如果 （1) 与 （2) 中所考虑的任何一个级数发散或者振荡,那么第二个级数 
也有同样性质. 

⑷如果 ui + «a + • ■ • 收敛，且有和 s, 那么 fcui + fc« 2 + • • • 收敛，且有和 As. 

(5) 如果 （4) 中考虑的第一个级数发散或者振荡，那么第二个级数也有同样性 
质,除非 hO. 

(6) 如果 w+u 2 + …与叭+灼+…两者都收敛，那么级数 (u i +v l ) + 
(u 3 + v 2 ) + • _ • 也收敛，且其和等于前两个级数之和. 

所有这些定理几乎都是显然的，且可以用定义或者将第 63-66 节中的结果运 
用到和式 a n = ui+u 2 + - +un 来加以证明 • 接下来的那些结果具有稍微不同的 
特征. 

(7) 如果 Ui + U2 +…收敛，那么 limtin = 0. 

因为 Un = Hn- S n -1, 且与 《n-l 有相同的极限 S •故而 limti„ U = 0. 

读者可能倾向于认为该定理的逆命题为真，认为如果 limtin = 0,那么 E«n 必定收敛. 
从一个例子容易看出情形并非如此.设级数是 




























也就是表示为有 rz 位数字的一个纯循环小数_另一方面，如果 <7 = 2«5々?，其中 Q 
与10互素,而 m 是 a 与中之较大者，那么 10 m r 有一个与10互素的分母，从而 
可以表示成一个整数与—个纯循环小数之和.但是对于任何小于饥的 M 的值，此 
结论对于 l(Fr 并不成 立; 从而与 r 对应的小数恰有 m 位不循环的数字. 

(6) 我们必须将例I中第 （3) 题的结果添加到这里第 (2)-(5) 理的结果中去. 
最后，如果注意到 

°- 9 = T6 + W + W + - = 1 ' 

我们就 看出： 每个有限小数也都可以表示成一个循环部分全部由9组成的混循环 
小数.例如， 0.217 = 0.2169. 故而每一个真分数都可以表示成—个循环小数，且反 
之亦然. 

⑺一般的小數.无理数表为不循环小数.任何小数，无论循环与否，都与0和 
1之间的一个确定的数相 对应. 因为小数 0. a ia 2 a 3 a 4 ■■- 代表了级数 

i 場 + 彔+…. 

由于所有的数字皆为正数，故而这个级数的前《项之和知随 n —起增加，且它肯 
定不大于0在也就是不大于 1. 从而 知趋向 0和1之间的某个极限. 

此外，任何两个小数都不会对应同一个数（除非在第 （6) 题说明的特殊情形). 
因为，假设 0.a lO2 a 3 …和 0.6,6263 --是两个小数，它们直到 Or - lA - l 为止的 
数字都对应相等，但有 Or > 6 r . 这样就有 Or > b r + 1 > br . 6 r+1 6 r+2 …(除非 
6p+l,ftr+2i • • • 全都是 9), 所以 

0.aiO2 - • • OrOr+1 … > 0.&1&2 . •. b r b r +i ■ 

由此推出，一个有理分数表示成循环小数的表达式(第 （2) 〜 (6) 題）是唯一的.还可 
以 推出： 每个非有限不循环的小数表示介于0与1之间的某个无 理数. 反过来，任 
何一个这样的数都能表示成这样一个小数.因为它必定位于下列诸区间 

。，―““嚙， 1 

中的某一个之中.如果它位于^和士 (》• + i) 之间，那么它的第一位数字就是『• 
将这个区间再细分为10个部分，我们就能确定它的第二位数字，如此 等等. 但是 
(第⑶，⑷题)，该小数不可能是循 环的. 例如，对于根式 V5 用通常方式得到的小 
数 1.414 … 不可能是循环的. 

(8) 小数 0.101 001 000 100 001 0 和 0.202 002 000 200 002 0 ••-表示无理 
数，在这两个数中夹在1或者2之间的0的个数每次增加 1. 











⑺如果假设 1 + r + r 2 + ••-是收敛的,那么我们就能用第77节的 （1) 和 （4) 
来证明其和为 l /( l - r ). 因为如果 l+r + P + . ^ s ， 那么 
a = l+r (1 + r + r 2 + ...) = 1 + r «.® 

(8) 当级数 r 

r+ TT7 + (Tf^ + - 

收敛时,求它的和.[如果一 1 < l/(l + r )< l , 也即如果 》• < -2 或者 r > 0,则该级 
数收敛，且其和为1 + 7•.当 r * = 0时，它也是收敛的，此时其和为0.】 

(9) 对级数 



回答同样的问题. 

(10) 考虑级数 

(l + rJ + ^ + r 3 ) + ••• , (l + r + r a ) + ( r 3 + r 4 + r 5 ) + …， 

1 _2 r + r 2 + r 3 -2 r 4 + r 6 + - - , (l - 2 r + r 2 ) + ( r 3 - 2 r 4 + r 5 ) + • • • 

的收敛性，并在收敛时求出它们 的和. 

( 11 ) 如果 0< o „< l , 那么当 0< r < l 时级数甸+勿广+叼—+…收敛，且 
它的和不大于 l /( l - r ). 

(12) 如果级数 00 + 01 + 02 + • -还是收敛的，那么对0 < r < 1,级数 o 0 + air + 
a 2 r 2 + •.收 敛，且它的和不大于 ao +勿+处+ . . •与1/ (1 - r ) 两者中较小者. 

(13) 级数 x , 

1 + I + F2 + T^3 + - 

收敛.[因为 

(14) 级数 




(15) 一般的调和级数 




发散于 +oo, 其中 a 和&是 正数. [因为 u„ = 1/ (« + nfc) > 1/ {r* (a + 6 )}，现在将它 
与1 + | + | + .•作 比较 .1 
(16) 证明： 级数 


(« o - « i ) + («i - « 3 ) + («2 - « s ) H - 

收敛，当且仅当 n — oo 时趋向一个极限. 

(17) 如果 Ul + U2 + « 3 + ... 发散，那么将它的项无论用什么方式加括号算作 
一个新的项而得到的任意一个级数也是发散的 .® 

(18) 从一个正项收敛级数中选取一部分项所得到的级数本身也是收敛的. 

79. 用极限来表示一元连读实变函数 

在上面几节里,我们多次论及形如 

的极限以及形如 

«1 (®)+«2 (*) + ••• = Or) +t*2 + …+ «n (*)} 

的级数，其中我们要寻求其极限的 r * 的函数除了 n 之外，还涉及到另一个变量: T . 
在这些情形下，其极限当然也是: r 的函数.例如,我们在第75节中就遇到了函数 

而几何级数 l + * + a ; 3 + …的和是 z 的一个函数，也即是这样一个 函数： 当 -1< 
a : < 1时它等于1/ (1 - *)，而对所有其他的 a ： 的值它没有定义. 

正如下面的例子中所显现的那样，在第2章里考虑过的许多表面看来“任意 
的”或者“不自然的”函数能有这种样子的简单表达式. 

例 XXXI 

(1) 如⑻=怎■这里 n 在知 ㈤ 的表达式中根本就没有出现，且对所有 z 的 
值都有沴 ( a ：) = lim 0„( x ) =x. 


①一般说来，此结论是不正礴的.例如级数1 - 1 + I _ 1 + • •. 是发散的，然而每两项加括号所得的 
新级数 (1-1)+ (1-1) + 却是收敛的.当然，如果这是一个正项级数，也即对一切 n > 1 都 

有 ti„ > 0,那么此题的结论显然是正碥的.——译者注 




(2)4> n (x)=x/n. 这里对所有 a : 的值都有必 ㈤ = lim ^ n ( x ) = 0. 

⑶如 (*) = m 如果 a ： > 0,则 ㈤ -► + oo ; 如果 a : < 0,则知⑷ —- oo ： 
仅当 I = 0时知 ( z ) 当 n oo 时有极限（也即 0). 从而当 a : = 0时沴⑻= 0,而 
对任何其他的工的值它没有定义. 

⑷知⑷= 1/nx, nx/ (n® + 1) • 

(5) 4> n {x) = x n . i ^ a ^( x ) = 0,(-1 < x < 1);^(*) = l ,( a ： = l ); 而对任何其 
他的 a ： 的值它没有定义. 

(6) 4> n (x) = x n (1 - x). 这里的多 (*) 与第⑻题中的 4>{x) 之间的区别在于： 
当: r = l 时它取值为 0. 



(18) 如果1752,那么公元 AT 年中的天数是 

lim {365 + ( cos »^») n -( coe 2 X + ( W »"} • 


设5是由实数 s 组成的任何一个系统或者集合.如果存在一个数欠，使得对 
S 中每个 * 都有^尺,我们就称5是有上 界的； 如果存在一个数*，使得对5中 
每个 a 都有 S >k, 我们就称 S 是有下 界的； 如果 S 既是有上界的,又是有下界的， 
我们就简单地称 S 是有界的. 

首先假设 S 是有上界的（但不一定是有下界的).则存在无穷多个数具有数 K 
所具有的性质，例如，任何 大于尺 的数都有此性质.我们将要 证明： 在所有这些數 

中有一个最小的数 ®, 将这个数记为 M . 这个数 M 不小于 S 中的任何数，然而任 

何小于 M 的数都会小于 S 中至少一个数. 

我们把实数 f 分成两个类 L 和将 S 放在类 L 还是放在类中，根据《是 
否小于 S 中的数来决定.这样，每个《厲于且只厲于 L 和 i ? 中的一个类.每一 


1定理（第17节）的三个条件都满足，于是存在一个划分这些类的数 M . 

f 不可能小于5中任何一个 
^我们就可以记 S = M + 其中 

1 就会属于 L , 这是因为它小于《，它又 厲于私 这是因为 
它大于 M , 然而这是不可能的.另一方面，任何小于 M 的数都属于 L , 从而它至少 
小于 S 中的一个元素•例如 M 就具有所要求的所有这些性质. 


戎员.因为如果5 ^ 

1 是正数.于是数 M 4 


的三个条件都满足 

其存在性的那个想 

春一个成员 S 存在,那么$ 

这是因为它> 








假 设必 ㈨ 是正整变量 r * 的一个函数. ^( n ) 的所有的值的总体就定义了一个集 
合 S ， 对此集合我们可以利用第80节中所有的论证方法.如果 S 有上界,或者有下 
界,或者有界，我们就说 4>{n) 是有上界的，或者有下界的，或者有界的.如果 Hn) 

是有上界的，也就是说，如果存在一个数 A ：， 使得对所有 n 的值都有 <P(n) < A •，那 

么就有一个数 A / 使得 

⑴对所有 n 的值都有诊 ㈨ < M ; 

⑼如果是任意一个正数，那么对至少一个 n 的值有分 (71) >M- 
我们称这个数 M 为 4( n ) 的 上界. 类似地，如果是有下界的,也就是说，如果 
存在一个数*:，使得对所有 n 的值都有 d>(n)^k, 那么就有一个数 m 使得 
⑴对所有 n 的值都有 

⑼如果 <5是任意一个正數，那么对至少一个《的值有 0 ( n )<m + <5. 

我们称这个数 m 为必 (《) 的下界. 

如果存在,则有 M <凡;如果 fc 存在，则有 m^k; 又如果 fc 和都存在， 

则有 

k^m^M ^K. 

82. —个有界函数的不定元的极限 

假设 4>{n) 是一个有界函数，且 M 和 m 是它的上界和下界.让我们取任意一 
个实数现在来考虑在《与对很大的 ri 的值 0( n ) 所取的值之间有可能成立的不 
等式关系.有三种相互排斥的可能性 存在： 

(1) 对所有充分大的 n 的值都有 ^( n )； 

(2) 对所有充分大的 n 的值都有“ 

⑶对无穷多个 n 的值都有《< 0(„),又对无穷多个„的值都有在> ^(„). 
在情形 （1), 我们就说 f 是一个优数 (superior number ); 在情形 （2) 说它是一 
个劣数 (inferior number ); 而在情形⑶我们称它是一个中数 (intermediate number ). 
显然，没有任何优数会小于 m , 也没有任何劣数能大于 M . 

我们来考虑所有优数组成的集合.它是有下界的，这是因为它的成员中没有任 
何一个是小于 m 的,这样一来,它就有一个下界,我们用 vl 来记这个下界.类似地， 








我们将 a 和 A 分别称为当 n 趋向无穷大时 4>( n ) 的不定元的上板限 (upper 
limit ofindetermination ) 和不定元的下极限 (lower limit of indetermination ); 并记为 

il = Bm ^( n ), A = lim ^( n ). 

这些数有如下的 性质： 

(1) m < A < A < M ; 

(2) 如果有任何一个中数存在的话,那么4和 A 就是中数组成的集合的上界和 
下界； 

(3) 如果是任何一个正数，那么对 n 的所有充分大的值都有 < t >( n ) <A + 8, 
而对无穷多个 n 的值，则有 < t >{ n )> A -8-, 

⑷类似地，对 n 的所有充分大的值都有 < t >{ n )> X - S , 而对无穷多个 n 的值， 
则有參 ( n)<A + 灸 

(5) 4>{ n ) 趋向一个极限的必要且充分条件是 /I = A , 且在此情形极限就是 A 和 
/ I 共同的值 Z . 

在这些性质中， （1) 是定义的直接推论，我们可以如下来证明 （2). 如果 /I = 
\ = 1, 那么就至多存在一个中数，也就是故而没有什么需要证明 的了. 然后假 
设 yl > A . 任何一个中数$都要小于任何一个优数，且大于任何一个劣数，所以 
入< € <丄但是，如果 A < $ <次那么《必定是一个中数，因为它显然既不是一个 
优数，也不是一个劣数.于是存在与 A 以及与3任意接近的中数. 

为了证明（3)，我们注 意到 ： A + S 是优数，而 A - S 则是中数或者劣数 .于是这 
个结论就是定义的一个直接推论了，而（4> 的证明本质上与之相同. 

最后， （5) 可以证明如下.如果 」= A 那么对毎一个正的 <5的值以及充分 

大的 n 的值都有 

l-S <^( n ) <1 + 5, 

所以反之,如果多 ( n ) — i , 则上面所写的不等式对于所有充分大的 n 的 
值成立.从而 i - <5就是劣数,而 i + <5就是优数，所以 
X ^ l - S , A^l + S , 

这样就有 vl - A < 2<5.由于4 - A > 0,从而这只能在 ^ = A 时成立. 

例 XXXII 

(1) 无论是4还是 A 都不会因为 4>{ n ) 的任意有限多个值的改变而受到影响. 

(2) 如果对所有 n 的值都有 4>{ n ) = a , 那么就有 m = X^A = M = a . 

⑶如果 4>{ n ) = n _1 , 那么 m = A = ^ = 0以及 M = 1. 




o 是无理数的情形更加 困难： 可以证明，在此情形有 m = A = -1 以及 /I = 
M = 1. 还可以证明»)的值以这样一种方式散布在区间 (-1,1) 中 ：如果 C 是 
该区间中任意一个数，那么就存在一个数列 - 使得当 ife - 00时有 ^( n fc ) 

当 0( t ») 是 n 6> 的分数部分时,结果十分类似. 

83. 有界函数收敛的一般原理 

前面几节的结果使我们能够总结出有界函数收敛于一个极限的一个十分重要 
的必要且充分 条件. 通常称此条件为收敛于极限的一般收敛原理 (general principle 
of convergence ). 

定理 1 一个有界函教 0(n) 收敛于一个极限的必要且充分条 件走： 当任何 
一个正数 J 给定时，可以求得一个教 no 使得对所有满足 n2>ni^no(<5) 的值 
m 和 n 2 都有 


⑷ (《2)-多 ( m )|< J . 







对于我们确定一个函数是否趋向极限给出一个方法，而不需要事先就能说出该极 
限必定是什么（如果极限存在的 话)； 这个定理没有像第69节中的定理那样所具有 
特殊的特性使之成为不可避免的限制.但是在初等研究中，一般来说即便没有这个 
定理也有可能从这些特殊的定理中得到我们想要的所有结果.尽管这个原理的重要 









条会 发现，在接下来的几章中' 实际上并没有用到它.我们仅仅指出，如 



86. 定理的推广 

读者会发现在证明像下面这样的一些定理时没有什么困难,这些定理显然都是 
对于实函数以及实项级数所证明的定理的推广 ■ 

( 1 ) 如果 lim ^( n ) = i , 那么对于任何固定的数值 P , 有 lim 必 ( n + p ) = 

(2) 如果叫+叱+…是收敛的，且有和 I, M^a+b+c+--- + k+ui+U2 + - - 
是收敛的，且有和 a + & + c + • • + * + 〖,而且 u P +1 +« p + 2 + …是收敛的，且有和 

I -U1-U2 - Up . 

⑶如果 lim 沴 ( n ) = Z 且 limV ( n ) = m , 那么 

lim {洽 ( n ) + V 1 ( n )} = Z + m . 

⑷如果 lira 沴 ( n ) = Z , 那么 lim ^( n ) = W . 

(5) 如果 lim 彡 (》) = Z 且 UmV »( n ) = m , 那么 lim 沴 ( n ) 矽 ( n ) = im . 

⑹如果 Ui + ti 2 + …收敛于和 z , 且 W1 + W2 + …收敛于和 m , 那么 （Ui + 1>1) + 
( U 2 + «2) +…收敛于和 l + m. 

(7) 如果 tn +«2 + … 收敛于和那么 fc«i + fcU 2+ -- 收敛于和 W . 

⑻如果 «1 + U 2 + • ■ • 收敛,那么 limu „ = 0. 

(9) 如果 ui + u 2 + • •. 收敛，那么，将其中的项加括号所得到的任意级数也收 
敛,且两个级数的和是相同的. 




收敛于 零. 

如果 p ( n ) 和 <7( n ) 两者都收敛于零, 那么显然 W + W ) 亦然.其逆由以下 
事实 推出： p 和 <7的绝对值不可能大于 W + W ). 

(11) 更一般地，为使得 0( n ) 收敛于一个极限/，必须而且只需 




于是 Z = 砵 这仅当 ⑷ Z = 0 或者 （ b ) z = 1 时才有可能.如果 z = 1,则有 
lim 2 » = 1. 除了此特殊情形之外，它的极限如果存在，只能为零. 

现在如果 2 = r ( coa 0 + i 8 intf ), 其中 r 是一个正数，那么 


z n = r n ( cosn 0 + isinn ^) , 

所以=，从而 ，闳 趋向零当且仅当 r < 1;于是由第86节的 （10) 推 出：当 
且仅当 r <1时有 

lim « n =0. 

在其他任何情形， z " 都不收敛于极限，除非 2 = 1，此时有# — 1. 

88.当； s 为复数时的几何级数 l + * + * a + ... 


由于 


8 n = l + Z + Z 2 + ■■ + Z n_1 = 

除非1，而当2 = 1时 S „ 的值为 Ti , 由此推出，级数1 +2 + d + . 
r = 1^1 < 1时 收敛. 且当它收敛时,其和为 1/(1- z ). 

于是，如果《 = r ( CO 60 + isin 5) = rCisd , 且 r < 1,我们就有 


当且仅当 


j+j!+ - = rdcw- 


或者说 


1 + rCis5 + + …= 


r^c^ = 1 


1 -2 rcos 0 + r 2 ' 


将实部与虚部分开,我们 得到： 只要 r < 1,就有 


如果将0改变为 0 + n, 我们就看到，这些结果对于绝对值小于1的负的 r 的值也 
成立.从而它们对 - l < r<l 均成立. 

例 XXXIII 

(1) 直接证明：当 f < 1时，必 ( n ) = r " cosn 5 收敛于零，而当 r = 1且0是 2 jt 
的倍数时收敛于 i . 进一步 证明： 如果 r =1且 e 不是 2； i 的倍数，那么 m 有限 
振荡； 如果 r > 1且0是 2 n 的倍数，那么必⑻- + QO ; 又如果 r > 1且0不是 2 n 


(2) 对于 ^( n ) = r n 8 innfl 建立一组类似的结果. 

(3) 证明： 当且仅当 | z | < 1时，有 



z m + 2z m+1 + 2z m+2 + ••• = 

1-2 

你用到了第86节中的哪个定理？ 

⑷ 证明： 如果 -1 < r < l , 那么 

1 + 2rrafl ++ ... = rr^T^. 

如果那么级数 



收敛于和1/ (1 - =1 + Z. 证明，1^1 <1这个条件等价于如下条 件：之 

的实部大于 - g . 

89. 符号0,0,~ 

我们将用几个定义来结束这一章.后面的章节才会用到这几个定义，不过把它 
们的定义放在这里也是合乎逻辑的. 

假设无论如何 /㈨ 与 Mn ) 都是对充分大的 n 的值（比方说对于 n > no ) 有 
定义的两个 n 的函数，且 d>(n) 是正的,它随 n 的增加而递增或者随 n 的增加而递 






特别地， 

/ = 0 ( 1 ) 

表示/是有界的（所以它要么趋向一个极限，要么有限振荡)，而 
/ = 0 ( 1 ) 

则表示 f —0. 

于是我们有 

n = 0 ( n 2 ), 100 n 2 + l 000 n = 0 ( n a ) , sinn^n = O (1)， 
n = o ( n 2 ) , 100 n 2 + 1 OOOn = o ( n 3 ) , sinn 0 Ji = o ( n ), 
n + 1 〜 n , 100 n 2 + 1 OOOn 〜 100 n 2 , n + sin nOn ~ n , 

以及 

aonF + ainF -1 + •■■ + a p ^ oo p _, 

6 0 n « + 6 in «- 1 + ... + &, 〜 6^ n ， 

如果 oo #0 且 6 q 鈐 0 的话. 

我们要补充作一说明，以防止可能出现的误解.我们说 “/ = O(0)” 是表明通常所说的‘‘/ 
的大小的阶并不比於的阶髙”，而不排除/的阶比0的阶低（如同上面第一个关系式那 样). 

到目前为止,我们已经定义了（比方说) “/( n ) = 0(1)”，或者 ‘‘/( n ) = o (« r , 
但还没有单独地定义过 “0(1)” 或者 “ 0 (1)”_不过可以使得定义更加 灵活. 我们约 
定0⑷或者 0 (妁表示一个满足/ = O ⑷或者/ =。⑷的未予指定的函数,例如， 
这样我们就可以记 

0( l ) + 0( l ) = 0( l ) = o ( n ), 

它的含义是“如果/ = 0 ( 1 ) 且 0 = 0(1), 那么 f+ g^O(l) t 于是更有 / + = 
o ( n ) B . 或者我们又可以记 

J ；0( l ) = 0( n ), 

其含义为 n 个绝对值都小于一个常数的项之和必小于„的一个常数倍. 

应该注意到，包含 O 以及 o 的公式通常并不是可逆的.例如， - o ( l ) = 0(1)，，， 
也就是“如果/ = o ( l ), 那么就有/ = O ⑴”是正确的，然而 “0(1) = 0 (1)”却是 
错误的. 

容易对我们的符号总结出像下面这样的若干个一般的性质： 

(1)0 ⑷ + 0( 妁 = 0( ㈣)； 




1. 当 n = 0， l ，2, …时，函数 0( n ) 取值为 1，0,0,0，1，0,0,0，1，--.请用一个不 
包含三角函数的公式将0 («) 表示成《的函数 .[0( n ) = J {1 + (- l) n + i " + (- i ) n }.] 

2. 如果当 n 趋向 oo 时 4>{ n ) 递增，而 V -( n ) 递减，又如果对所有 n 的值都有 
V >( n ) > 那么彡 ( n ) 和 妒 ( n ) 两者都趋向极限，且 lim ^( n ) < lim ^( n ). [这是 
第69节结果的直接推论 .1 

3. 证明： 如果 

炎 ( n)=(l + S ) , V ( n )= ( 1_ ^)， 

那么多 ( i » + l ) > 0( n ) 且矽 (n + 1) <岭(》 1 ).[第一个结果已经在第73节中证明过 

了 •] 

4. 再证明：对于所有 n 的值都有矽 ( n ) >冷 ( n ), 且（用上面诸例子中的方法） 
推导出，当 n 趋向 oo 时,多 ㈨ 和 恤) 两者都趋向极限®. 

5. 和为《的所有不同的正整数对的乘积的算术平均 记为心 证明 ： lim ( SJn 2 ) 

= 1/6. ( Math . Trip . 1903) 

6 . 如果 xx , x 2 , 是正数， E*r = n , 那么诸 z r 不全等于1，如果 m 是大 
于1的有理数，那么就有> »• ( Math . Trip . 1934) 

[利用不等式 x m - l > m ( x - l ), 该不等式对除去1以外的所有正的; r 都成立 
(第74节 ).1 




8®. 如果当 n 增加时如递增或者递减,那么（勿+处+…+ o „) / n 也有同样 
的性质. 

9. 对所有的: T 的值，函数/ ㈨ 递增且连续（见第5章),序列 Xx . X 2. X 3, ••由 
方程& +1 =/( x n ) 所定义.以一般的图形作为基础讨论下述问理. • 〜是否趋向方 
程 X = /⑷的一个根？特别地,考虑该方程仅有一个根的情形,将曲线 y = f ( x ) 
与直线 y = a ; 从上面向下面相交的情形和从下面向上面相交的情形分开来讨论. 

10. 如果 x n+ i = k /( l + x n ), 而 A 和；^是正数，那么序列:^，私抑，…和 
吻，…中有一个是递增的，另一个是递减的 数列. 且每个数列都趋向极限 

它是方程 d + :c = ifc 的 正根. 

11■如 果〜 +1 = V(* + *n), 而 A 和灼是正数，那么序列 Xl,a； 2 ,®3, -- MM 
增的还是递减的，要根据 A 是小于 a 还是大于 a 而决定 . 《是方程: r 2 = ar + 的 
正根; 且无论哪一种情形，当 n — oo 时都有 -> «. 

12. -个数列: c n 由 

Xi-h, Xn + 1 = x^ + k 

来定义，其中0 < *： < I 而/»则介于方程 
的根 a 和6之间.证明 

a < z n +i < s „ < 6, 

并确定的极限. ( Math . Trip . 1931) 

13. 证明 ：如果 & = $ {* + (A/x)}, x 2 = \{x x + ( AM )}, 如此等等 ， z 和 4 
是正数，那么 limx n = y/A. 

卿证明 g = 

14. 数列《„由关系式 

tti =o + /3, Un = a + 0- ( n > I ) 

«»-i 

来定义，其中《>彡>0.证明 

a n+l_g n +l 

_ ， 

①第 8 〜 11 题以及第 15 题取自 Bromwich 所著 Infinite series 一书， 







第 4 幸正整变量函数的极限153 


并确定当 n — 00时如的极限. 

讨论 a =卢 > 0的情形. ( Math . Trip . 1933) 

15. 如果 Xi,X 2 是正数，且 X n +1 = | ( x „ + Xn - l ), 那么，数列 

与 x 2 ， x 4 ， x e ，… 中一个是递减的数列，另一个是递增的数列，且它们有共同的极限 
| (n + 2 x 2 ). 

16. 如果 J ^ a n = f ， 那么 

n lim Jl + J2 ^- + 8 "= f . 

[««„ = / + *„. 则我们必须 证明： 如果 k 趋向零, 那么 ㈨ + ta +…+ 1„) /n 
亦趋向零. 

我们把诸数 , tn 分成纟和 tp + l . tp +2, ••- , tn 两个集合.这 
里假设 P 是 n 的函数，当 Ti — oo 时它趋向 oo , 但是其速度要比 n 来得更慢，所以 
有 p 4 oo 以及 p/n — 0:例如，我们可以假设 p 是^的整数部分. 

设是任意一个 正数. 无论多小，我们都能选取 n 0 , 使得当 r » 多仰时， 
tp + uW , …， t „ 的绝对值全都小于所以 

+ tj^.2 + • • + «») / n | < ^6{ n - p )/ n < 

但是，如果>1是所有的数 - - 中模的最大值,我们就有 
|(* i +<2 + ••• + « p )/« l < 

如果足够大的话，这个数当 n > no 时也是小于的，这是因为当 n — oo 时 
有 p/n -* 0. 从而当 n > no 时 

|(«i + t 2 + •■• + *»)/ n|<|(ti + * 2 + ••• + ip )/ n | + |( e p+ i + t l H-2 + ••• + *„)/ n |< 5. 
定理得证. 

如果读者想成为处理极限问題的专家的话，那么他就应该极其仔细地研究上面 
的论证方法.在证明某个给定的表达式趋向零时,常常需要将它分成两部分，对这 
两部分用稍微不同的方法来证明它们有极限零.在这样的情形，证明从来都不是很 
容易的. 

证明的关键 在于： 当下标很大时，对应的诸个 * 是很小的.我们需要证明当 n 
很 大时 ㈨ + i 2 +••• + *„)/»» 很小.我们把括号中的项分成两组.第一组中的项并 
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非都很小，但它们的个数与 n 相比很少.而第二组中的数的个数与 n 相比并不是 
很少,但该组中的项全都很小,而它们的个数无论如何都小于 n ， 所以它们的和与 n 
相比是很小的.因此+…+ / n 所分成的每一部分当 n 很大时都很小 .1 

17. 如果当 n -> oo 时有多 ( n )-0( n -1)- W ， 那么 tf >( n )/ n -* l . 

[如果 <^( n ) = s 1 +« 2 + ••• + «„, 那么必(》) - 沴 ( n - 1) = s n , 于是定理就转化 
成在上一个例子中己经证明的结论了 .1 

18. 如果〜 = | {1 _ (一 1广},則知根据《是奇数还是偶数而取值1或者0, 
那么当 rt — » oo 时有 （《i + 勿 + • _ • + s n ) /n —♦ 

[这个例子证明了第16题的逆 不真： 因为当 n oo 时 s „ 是振荡的 .j 

19. 如果用 c „ )Sn 来记级数 

^ + cosd + COS 25 + ••• , Sind + sin + ••• 

的前 n 项之和，且0不是 2 ji 的倍数，那么 

lim(ci + ca + • • • + c„)/n = 0, lim(«i + aa + • • • + « n )^cot^ . 

20. 数列如由数列 z„ 通过关系式 


Vo = x 0 , y n = x n - < xx n -i (n > 0) 

来定义，其中 | a | < 1. 将知用来表示，并 证明： 如果 y „ — Z , 那么 a 


^"sin^JKC + x 2 

V = ^o J + l 


{ Math . Trip . 1901) 


i + n 8 in 2 nx 

除 了当: r 为整数时其值均为 0, 而当： T 为整数时其值为1.函数 


除了当: r 为整数时其值均为必 Or ), 而当 0 ：为整数时其值为 稱 
23. 证明： 函数 

aV ( a ) + g - n ^( g ) 




(a) x = 1; (b) z = -1; (c) ar = 0 时 y 有定义吗？ 

24. 证 明：当 a : 是有理数时取值为 0, 而当 x 是无理数时取值为1的函数 J / 可 
以表为如下形式 

y — lim sgn { sin 2 ( m ! nx )}, 


8^ = ^- arctan ( n ®) 

(与在例 XXXI 中的第 （14) 通中一 样). [如果: r 是有理数，那么 sin 2 ( mM ， 从而 
8 gn { sin 2 ( m ! n ®)} 从 m 的某个值往后都等 于零： 如果: c 是无理数，那么 sin 2 (minx) 
总是正数，故而 8 gn < 8 in 2 ( m ! naO } 也总是等于 1.1 
证明： y 还可以表示成形式 


零 i/(i/ + l) … (iz + f 硕 f 


而如果 W > | a |, 则有 









其中 p„ = (_o)" 6-»-2 {(„ + 1) aB - nbA}; 并求出相应的按照 2 的降幂排列的展 
开式,该展开式当 | oz | > |&|时成立 • 

31. 如果 a/ (a+ bz + cz 2 ) = l+piz+P2Z 2 + • ■ ■ ,那么 


( Math . Trip . 1900) 

32. 如果当 n -* oo 时 sin 2" 如 — i , 那么 f = 0,且 d 是一个分母是 2 的幂的有 
理数 • 

[显然 


2 n 9 = Pn + C + rin, 


其中 P „ 是一个整数， C 是一个常数，而加 -» 0;所以 


Pn+1- 2 p „ -c + rin+i -2rin = 0. 

由于 p n+1 -2p n 是一个整数，故而这 仅当⑴ C = 0( 所以 f = 0) 以及⑼从 n 的某 
个值开始，比方说对《 > no 有 Pn +1 = 2 p „ 且枷 +1 = 2 恥 时才有可能.但是那样就 
会有：当1/ — oo 时 


^ V rhio = Vno+U -* 0； 

而这仅当〜= 0时才有可能，所以 2^0 = Pno . 

考虑 sma n 0 n 是富有教益的,其中 a 是一个大于2的整数.此时有可能 i # 0; 
从而当设= | 时有 8 in 9" 伽 -1.1 

33. 如果 P { n ) 是关于 n 的一个 m 次整系数多项式 ，且 sin {P ( n ) On } - » 0, 那 
么 e 是一个有理数. 

[最好是证明的更多一些' 也即 证明： 如果 
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连续函数和不连续函数 

90. * 趋向 oo 时的极限 

现在要转而研究一个连续实变量的函数.我们将完全局限于讨论单值的 ( one ¬ 
valued ) 函数并将把这样的函数记为 < Kx ). 假设 a : 取与位于基本直线 Z 上从某 
个确定的点开始一直向右延伸的点所对应的所有连续不断的值.在这些情形,我们 












































J/ 趋向 0 时 4>(y) 趋向板限并记为 

同样地，如果当 1 / — +0时有 0( y ) -» 00 ,当 1 / - -0 时也有呶 y ) — 00 ,那 
么我们就称当 y — 0时有 0( y ) - oo . 类似地我们可以定义命题“当 V — 0时有 

<t>(y)-*-oo n . 

最后，如果当 v — +0时的 /) 既不趋向极限，也不趋向00或者 - oo , 我们就 

称当 V — +0 时利 y ) 是振荡的,它是有限振荡还是无限振荡则要根据情形来 判断； 

我们还可以类似地定义当 y --0 时函数是振荡的. 

前面这些定义都是用记成 y 的这个变量来表 述的： 当然，用哪个字母来表述是 
无关紧要的，故而我们可以始终假设用: t 来代替 y . 

94. 当 X 趋向 a 时的极限 

接下来假设当 — 0时有0(») — Z ， 并记 

y = x-a, ^(») = ^(* 一 a) = V»(*) - 
如果 V 0, 那么 : c - a 且训 *) - W ， 于是我们自然就写成 

lim^r(x) =/, 

或者简单记为= Z , 或者写成 i>(x) — I. 并说成当: c 趋向 a 时矽 (®) 趋向极 
限 Z . 此等式的含义可以正式地直接定义 如下： 如果对于给定的 <5,我们总可以确定 
9k e(S), 使得当0 < I * - a | 矣 e ( rf ) 时有 

\4>(x)-l\<S, 

那么 

lim0(z) = l. 

限制 a ： 仅取大于 a 的值,也即用 a < a:<a + e («) 代替0 < |z - a | < e ( rf ), 我 
们就定义了“当 * 从右边趋向 a 时# r ) 趋向 r , 可以把它写成 

, Jr +0 ^)= z - 


用同样的方法我们可以定义 


土户 卜 i . 





























值都有定义的函数.显然 

lim ^ c ) = 0. ( 1 ) 

现在考虑函数 训 a :), 它与机 c ) 的区别仅在于当 z = 0时有利 a :) = 1.那么 

lim ^>( x ) =0. (2) 

因为，当: r 几乎等于零时 ，训 z ) 不仅几乎，而且恰好就等于零.但是训 0) = 1.此 
函数的图形由 o ： 轴挖掉点 x = 0, 并添加一个孤立点，也就是添加点（0, 1) 所组成. 
等式 （2) 表示这样一个事实：如果我们沿着该图形无论从哪一边向 y 轴移动，该曲 
线的纵坐标（它总是等于零）都趋向极限零.这个事实无论如何都不会受到孤立点 
(0,1) 的影响. 

读者或许会因为这个例子过于人为制埯而不接 受它： 不过容易写出简单的公 
式，它们表示的函数在 接近 : r = 0处性状恰与此相象.其中一个函数就是 

矽(*) = {1.珣， 

①例如在第93节的定义 A 中，我们对满足0 < V < ye 的 v 的值给出一个命题，在这些不等式中插 
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是 ao/bo < 0而定.如果 m<n M . n - m 是奇数，那么当 i -♦ +0时多 (®) + oo , 
而当 s - -0 时 # r ) -*• - oo , 或者当 a : — +0时批 c ) -» - oo , 而当 i - —0 时 
ij >{ x ) —* + oo , 这要根据 ao/bo > 0还是 ao/bo < 0而定 •] 

(6) 如果 a 和 b 是正数，那么 

^ •拍] =兰， * oiE] =a 

当 x 取负值 趋向零时 ，这些函 数的性状 如何? 

(7) ®lim y/(l + x ) = lim^/(l -*) = 1. [令 1 + z = y ，或者 1 一 a : = y , 并利用例 

xxxv 第⑻ a.] 

⑻ Iim { V ( lix )- y/{l - x)}/x = 1.[用 y /( T + x ) + ^(1 - *) 来乘分子和分 

母 •] 

(9) 如果 m 和 n 是正整数,考进当 a : -» 0时 {-/(l + x m ) - y/(l - x m )}/ x n 的 

性状. _ 

(10) lim i { V ( H - a ： + * 2 ) -1} = |. 



的图. 当 ： c — 0 时它有极限吗？[除了 x = 1,^1，\ 之外均有 y = 1,而在 * 
1，| U 时 y 没有定义,且当 ： r — 0 时有 y 一 1. 1 
(13) lim ^ = 1. 

[可以从三角比的定义推出 ®: 如果 a : 是正数且小于^1，那么就有 
sinx <x < tanz, 


也即 
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这也就是 

0 < 1 - < 1- C08X = 2 sin 2 - x . 

从而 .. x 

^ fi _^ =0) Um ^ = 1. 

*—+0 \ X ) *-*+0 X 

由于 !*££ 是一个偶函数，结论得证 . 1 

(14) lim 1 ~^ SX = |. (15) Urn = a . 此结论对 Q = 0 成立吗？ 

(16) liin H ^ = 1 . (17)lim ^ = ai 

.. cosecx —cotx 1 1 + cosJtx 1 

(18) inn ― j — = 5 - ⑽ 

(20) 当 : c 0 时函数 sin ( l /*), ( l /*)8 in ( l /®),* 8111 ( 1 /*) 性状如何？[第一个函 
数有限振荡，第二个函数无限振荡，而第三个则趋向极限零.当 * = 0时没有一个 
函数有定义 •见例 XV 第 （6),(7), ⑻超 .j 

(21) 当 a : 趋向0时，函数 

»=«)/«) 

是否趋向一个极限？[否.除了 sini = 0之外，该函数的值都等于1;也即除了 
® = 1/ Jt , …， - l /«, -1/2 jc , -- ^之外其值均为 1. 对于; r 的这些值， y 的定义公 

式取没有意义的形式0/0,所以 y 对于无穷多个接近 z = 0的 z 的值没有定义 .] 

(22) 证明： 如果 m 是任意一个整数，那 么当: c — m + 0 时，有㈤ —m 以及 
ar - [®] -♦ 0,而当 a:-*m-0 时，有 [*】一*m-l 以及 x -[ x ]~* 1. 

98.符号0, 0 ，〜：小置和大 量的阶 

在做了显然的修改之后，第89节中的定义可以推广到一个趋向无穷或者趋向 
一个极限的连续变量的函数 上去. 例如，当 : r — oo 时/ = 0(0) 的含义是对 * 

有|/| < K < f ,； f = o {4>) 的含义是//彡 — 0: /〜峽其中 Z / 0 ) 的含义是//彡” 
类似地，当 : c — a 时/ = OW 的含 义是： 对所有异于 a 但充分接近 a 的 * 的值有 
1/!<邱 

于是，当: c -» oo 时有 

①琢书此处误写为2 sin 2 i *<2( ixj * < i * 3 . 一一译者注 





类似地我们可以定义大量的阶.例如，別: c) 是一个 m 阶的大量,如果当 a: — 0 
时， 4>{x)/x~ m = x m cf>(x) 趋向一个不等于零的极限 i. 

这些定义涉及的是 x-0 的情形.自然 ，当 ： e — oo 或者: r — a 时也有相对应 
的定义.例如，如果当: c -* oo 时， x m <f>(x) 趋向一个不等于零的极限,我们就 说：对 
于很大的 a：， 於⑷ 是一个 m 阶的小量：如果当 x-*a 时， (a; - a) m <t>{x) 趋向一个不 
等于零的极限,我们就说：对于很接近 a 的 z, 利 x) 是一个 m 阶的大量. 

最后这组例子中有许多可以用本节的语言重新表述.例如 


其中第二个函数是一个2阶小童，而其余的均为1阶小童. 
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连续. 


现在我们可以来定义在整个区间上的连续性.函数呶:>0被说成是在 a: 的某个 
取值区间上是连续的，如果它在该区间中所有的 o： 的值都是连 续的. 一个函数被说 
成是处处连续的，如果它对: r 的每个值都连续.于是㈤在区间(£,1-£)中是连续 



水平直线,无论它们多么靠近，我们都能通过画出两条竖直的直线在平面上切出一 
个竖的带状区域,使得该函数包含在这个条状区域之内的图形完全夹在这两条水平 
直线之间.无论 S 取什么样的值，这对于曲线 C (图 27) 显然为真. 










例 XXXVII 

(1) 在一点连续的两个函数的和以及乘积在该点连续.其商也连续，除非分母 
在该点取值为零.丨立即由例XXXV第 （1) 题得出 . 1 

(2) 任何多项式对所有 a: 的值都是连续的.任何有理函数在除了使得分母取值 


为零的 a: 的值之外都是连 续的. [由例XXXV第⑹和第⑺题得出 •] 



数的情形，不连续性总是与以下亊实有关： （a) 对 * 的某个特殊值没有定义，以及 
(b) 当X从某一边趋向这个值时，函数趋向+00或者 -oo. 这样的一种特殊种类的 
不连续点通常说成是函数的一个无穷大点 （infinity). “无穷大点”是在日常研究工 
作中最经常出现的一类不连续点. 

(8) 讨论 

V{(x-a){b-x)}, ^{(*-a)(6-x)}, l/( ㈢’ 穴㈢ 

的连续性. 

⑼ Bin* 和 cosa; 对所有 a: 的值都连续. 
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的值趋向 4 时，咖)趋向极限 ^+0 )- 故而当且仅当 


成立时，该函数在 zS 才是连续的.但是,如果这些等式的某一个不成立，比方说 
第一个等式不成立,那么显然, 〆 a :) 不会取到介于扒 f - 0) 和私0之间的任何值， 
而这与我们的假设矛盾.从而刮4必定是连续的 • 

102 . 连续函数的进一步的性质 

在本节以及以下诸节中，我们要证明一系列重要的一般性的定理. 

定理1 假设# r) 在: r =《连续，且私0是正数 • 那么我们可以确定一个正 
教 e， 使得利 a:) 在整个区间 (?-e,€ + e) 中郜是正的 • 

因为，在第99节的基本不等式中取 d = | 攸)，我们就可以选取 e, 使得在整 
个区间 (?-£,? + £) 中有 

1辦-攸)1<|想 


0(a：) ^ m - \<K^)~ <KO\> 2^) > °* 

所以 m 是正的.对于的负的值显然有一个对应的 定理. 









际上完全: 

















































的任意一个给定的点: r, 令 〆*) 是使得区间（: c _ A,ic +A) 是 J 中至少一个成员的 
子区间的那种数 A 的上界 • p(a:) 在 (a\b f ) 中显然是正的' 我们要来 证明： P (a:) 在 
(闭）区间 (a',b') 中是连 续的. 因为，假设 （a:-A,a: +A) 是 J 中一个成员的子区间， 
并取接近 z 的， 那么显然区间（〆 + 包含在 （a: - A,:c + A) 之中，从而 
也就包含在 J 的一个成员之中,其中；/ = A _ |:c - a/l. 于是 


由于 A 可以任意接近 p(x ), 从而我们必定也有 














于是/ >( x ) 在 （ a '， i /) 达到它的下界，比方说这下界就是 m , m > 0,我们可以取 
Z 作为 ma '- a ), ( ii )2(6-60 以及 （ iii ) 小于 2 m ® 的某个(任意的）数中的最小值. 
借助于此定理来考虑本节开头的几个例子是很有教益的 • 

( i ) 这里定理的条件不满足•诸点 l / r »,2/ n ，3/ n , …不在 J 中的任何区间的 
内部. 

( u ) 这里定理的条件满足.与诸点 e ,2 e ,3 e ,--, l ~£ 相对应给出的区间集合 
(0,2 e ), (2 e ,4 e ) | ..,( l -2 e , l ) 

具有所要求的性质. 

( Ui ) 在此情形，利用该定理我们可以 证明： 如果£足够小，则区间 (0,1) 中有 
不在 J 中的任何区间内的点存在. 

如果 (0,1) 的每个点都在 J 的一个区间的内部（显然要限制端点除外)，那么我 
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/(*. 





i 向极限6,所以0(0：)在 ： 1 ； = £1 
a 的邻域内的任何一个 a : 的 


足的.此外，当 *， y 以及 〆 充分小时， 

f(x,y)-f(x, 〆) = (»- w , )(y 4 + yV + y V 2 + yy f3 + y ,4 -x-l) 

有与 y - y ' 相反的 符号. 于是条件 （ iii ) (用“减少”代替“增加”）是满足的.由此推 
出： 有且仅有一个连续函数 y , 它同样满足方程 （1) 且与 x 同时取值零. 

如果方程是 

y 2 —xy — y —x = 0, 

也可以得出同样的结论.在这一情形，所讨论的函数是 



其中的平方根是正的.平方根的符号改变所得到的第二个根不满 足与 : r 一起取值 
零这一条件 • 

证明中有一点读者应该仔细注意.我们假 设了： 定理的前提 (a,b) 的邻域中”是满足 
的，这就是说在某个正方形 i-e^x^$ + e,v-e^y^v + e 中是满足的.结论“在 * = a 
的邻域中”成立，就是说结论在某个区间 + 中成立 • 至于结论中的幻是否 
就是假设中的$这没有什么要证明的，的确，一般来说此结论并不成立. 

110. 反函数 



















1. 证明： 一般地有 


第5章杂例 


ax n + 6 a : n-1 + ■■■ + k 
Ax n ^Bai n - 1 + -- + K 


= 0 +^( 1 +^), 


其中 a = a/A p=(bA-aB)/A 2 , 而是当 a : 很大时的一阶 小*. 指出任何例外 
的情形 • 

2. 确定和7,使得 


盖法转…1+如 +”)■ 


其中7；是当 ar 很大时的一阶小量.指出任何例外的情形 • 

3. 证明：如果 P{x) 是多项式 ox " + bx n ~ l + ■■■ + k, 它的第一个系数 a 是正 
的，那么 P (: c + h)~ / >(*) 和 P ( a : + 2 fc ) - 2P(x + h) + P ( a :) 从 a : 的某个值开始往后 
都是递增的. 

4. 证明： 当 z — oo 时 

P (* + h)~ P (*)~ nftox **- 1 , P(x + 2h)~ 2P(x + h) + P{x) ~ n(n - l)h 2 ax n ~ 2 . 


5. 证明 

jim^ y/x{y/(x + a)- V®} = j®- 
[利用公式 y/{x + a)- y/x = a/{y/(x + a) + y/x }.] 

6 . 证明 \/(x + a) = V®+ + *7)，其中 f? 当 ® 很大时是一阶小量. 

7. 求 a 和办的值，使得 y/(aa^ + 2bx + c)-ax-P 当 z — oo 时有极限 0; 并 

证明 

lim*{ y/(ax 2 + 26* + c) - ai - /3} = (ac - l^)/2ay/a. 

8. 计算 + y/(x* + 1)] - xy/2}. 

9. 证明：当; r-» 时有 secx-tanx-»0. 

10. 证明：当 a: 很小时，利 a:) = l-co6(l-cosx) 是四阶小量；并求挪 c)/a: 4 当 
*-»0时的极限. 

11. 证明：当 x 很小时，0⑻= X8in(sinx) - sin 2 a: 是六阶小量；并求 ^(s)/x 6 
当 X — 0时的极限. 




12. 从一个圆的一条半径 04 上位于该圆外部的一点 P 作圆的切线 PT, 与圆 
相切于 r, 作 TN 与04垂直.证 明：当 P 点趋向4时，有 NA/AP-^1. 

13. 在圆弧的中点以及端点作圆的 切线； d 是该圆弧的弦与经过弧的两端点的 
切线所构成的三角形的面积，而 W 则是由这三条切线所构成的三角形的面积.证 
明： 当弧的长度趋向零时，有 — 4. 

I 4 •对 a 的什么样的值，当 a： — 0时 {o + sin(l/®)}/® 趋向 （l)oo,（2)-oo? [如 
果 a > 1，则趋向 oo, 如果 a < -1，则趋向 -oo: 其他情形该函数振荡 .] 

15. 如果当 :c = p/ 9 时有机 x) = 1/q， 而当 x 为无理数时有利 a:) = 0,那么 
炎㈤对$的所有无理数值是连续的，而对 * 的所有有理数值是间断的 • 

16. 证明： 图形画在图30中的函数可以用下面公式中的任意一个表示 

l-x + [x]-[l-*], 1 - x - UmJ[oo8 2n+1 nx). 

17- 证明：当 x = 0 时取值为0,当 0<:c<| 时取值为|-疋，当 * = * 时取 
值为I当 | < * < 1时取值为 | - x, 当: c = 1时取值为1的函数必(*)，当 a； 从0 
增加到1时取0与1之间的每一个值一次且仅仅一次，但是在: r = 0,z = i 以及 
x = 1时是间断的.再证明该函数可以用公式 2 

\-x + \[2x]- l -[l-2x] 

棘示. 

18. 设当: c 是有理数时有火 *) = a：， 而当: r 是无理数时有利 a：) = 1 - o:. 证明： 
当 a: 从0增加到1时，利 *) 取0与1之间的每个值一次且仅仅一次，但是它除了 
a = | 之外，对其他每个 :r 的值都是间断的. 

19. 证 明：在 （ a ,6) 中每个点都增加的函数在 （ a ,6) 中也是增加的函数. 

证明•■在 （a,&) 中每个点的“右边增加”的函数不一定也是在 （ a , 6) 中增加的 
函数，但是如果它还是连续的，则此结论 正确. (Math.Trip.1926) 

[当 （i) 对于; r 右边的某个区间中所有 的点？ 都有 Xa:) 且⑻对于疋 
左边的某个区间中所有的点: r' 都有 0(x0 < 咖）成立时，我们就说“咖)在: r 是 
增加的”.当只有⑴给出时，我们就称冷⑷是“在右边增加 的”. 

需要证明：如果 a <吻 < 奶彡则有0(勿）> 机 Xl ). 我们将 ( Xl , b ) 中的点之 
分成两个类 L 和丑,如果对 ( Xl ，0 中所有点？都有利多机^),那么《就属于 
L ' 而在相反的情形, C 就属于并用这记与这个分割对应的数.如果/3 = fc ( 也就 
是如果 H 不存在)，那就得出了结论. 










次与々 的定义矛盾.故正如所要求的那样有 0 = b. 如果仅给出条件⑴，但〆 Z) 
是连续的，则可以得出同样的 结论； 因为那时对左边充分接近 3的 x 的值有 
咖） < 咖) • 


例子 a = 0,6 = 2, 对 0<a:<l 有 /(x) = a:， 对 彡2有 f(x) = a: - 1 表 
明，结论不能单独由⑴得出 .] 

20. 当: r 由增加到&时 ，V = sinz 是连续的，且在严格意义下从 -1 递 
增到 1. 证明存在一个函数 a： = arcsini/, 它是 y 的连续函数，且从 y = -1 递增到 
y = l. 

21. 证 明： arctany 的绝对值之最小值①对 y 所有的值都是连续的，且当 y 取 
遍所有实数值时，它由 -^7! 递增到 ^1. 

22. 检验方程 

x + l/ + P(x,y) = 0 

是否定义唯一一个在 x = 0 取值为0且在 z = 0的邻域内连续的函数，其中 P(x,y) 
是一个不包含次数小于2的项的多 项式. （M 磁 .IVip.1936) 

23. 按照第109 〜 110节的思路讨论诸方程 

I/ 2 - y - x = 0, y* -y 2 -X 2 = 0, y 4 - y 2 + a; 2 = 0 
在 a; = 0,y = 0的邻域内的解. 

24. 如果 a;c 2 + 2to 1 / + ci/ 2 + 2da: + 2ej/ = 0 且 △ = 26de-ae 2 -cd 2 , 那么 y 的 
-个值由 2/ = ax + /3x 2 +7* 3 + 0(* 4 )给出，其中 

a = -d/e, P = A/2e 3 , y=(cd- 6e)A/2e 5 . 

[如果 y - ax = ij, 那么，就有 

—2eq = ax 2 4 - 26a:(i7 + ox) + c{q + ax) 2 = Ac 2 + 2Bxij + C” 2 ， 









1 增加到 00 时，该函数从0递增到 

29- —个函数 0(a：) 说成是在 a: 为上半连续的 (upper semi-continuous), 如果对 
每个正数 <5以及包围: r 的一个区间 （ 它依赖于 a； 和幻 中所有的 z '都有 


证明： 一个在 （a，6) 上所有点都是上半连续的函数有一个上界，此上羿可以在 
(a，&) 中 取到. (Math.Trip.1924) 

[为证明上界 M 的存在性，在第103节的定理1的证明中用“有上界的，，来代 

替“有界的”.为了证明0⑷能取到值 A/， 在第105节的论证中作相应的改变.我 

们发现，在接近处，咖）取到任意接近 M 的值,然而，如果0⑼< M 且充分 
小，这将与不等式 0(; e ) <利的+ <5产生矛盾. 

类似地，我们可以用不等式 


•t>{x')>4>{x)-6 

来定义下半连续性 （lower semi-continuity). 下半连续函数有一个可以取到的下界. 
既是上半连续、又是下半连续的函数是连续函数 .] 









第 6 章导数和积分 


in. 导数或者微分系数 

我们转向研究与曲线的概念自然相关的 性质. 如同在第 5 章里看到的,第一个 
也是最明显的性质是陚予曲线连通的外表的性质以及关于连续函数的定义中所葱 
含的那些性质. 

像直线、圆以及圆锥曲线这样在初等几何中出现的通常的曲线要比单独由连 
续性所蕴含的性质有远远多得多的“规律 性”. 特别地,它们在每—点有—个确定的 
方向; 在曲线的每一点有一条切线 ( tangent ). 在初等几何中，曲线在点 P 的切线定 
义为“当 Q 移动趋向与 P 重合时，弦 PQ 的极限位置”.让我们来考虑在这样—个 
极限位置的存在性的假设中蕴含着什么 • 

在图中（图 33), P 是曲线 y = 4(*) 上一个固定的点，而 Q 是一个变动的 
点； PM t QN 与 0Y 平行,而与平行.我们用 a :, y 来记 P 的坐标，而用 
: c + h,y + fc 来记 Q 的 坐标： &是正的还是负的，要根据尺在 M 的右边还是左边 
而定. 



图33 


我们已经假设曲线在 P 点有一条切线，或者说弦 PQ 有一个确定的“极限位 
置”. 假设在 P 点的切线 PT 与 OX 的交角为也那么，说 “ PT 是的极限位 
置”等价于说“当 Q 沿着曲线无论从哪一边趋向 P 时，角 QPR 的极限都是 
我们现在要来区分两种 情形： 一种一般的情形和一种例外的情形. 

一般的情形就是在其中分不等于所以 PT 不与沉平行.在这种情形， 
RPQ 趋向极限於，且 


现在有 


RQ/PR = taixRPQ 
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(2) 如果 4，(x) = ax + b, 那么 #(*) = a .⑴用正式的定义证明这个结论， （U) 
用几何的考虑证明此结论. 

(3) 如果0⑷=，，这里 m 是一个正整数，那么#⑻= mx m ~K 
[因为 

— 

= lim + + ••• + . 

读者应该注意到,此方法不可能应用到的情形中去，其中 p/ 9 是一个有理 
分数,这是因为 （:r + /») p/ « 不可能表示成 ft 的有限幂级数.以后（第119节）我们 
要证明这个例子中的结果对于 m 的所有有理数值都成立.其间读者还将发现，当 
m 取某种特殊的分数值时（例如 1), 用某种特殊的方法来计算 4/(x ), 也将是很有 
教益的 . 1 

⑷如果 <t>{x) = sinx, 那么〆(*) = coax ; 又如果 — cosz, 贝 (J 有 ip'(x ) = 
[例如，如果 0(*) = sinx, 我们就有 

当 — 0时它的极限是 cosx, 这是因为 limcos^x + i/i) = cos:r (余弦函数是连续 
函数)，而 lim { /|/»} = 1( 例 XXXVI 第 （13) 题) •] 

(5) 曲线 y = <M*) 的切线和法线方程-曲线在点 (xo.yo) 的切线是经过 (xo.ia,) 
而与 作成角寸 的直线,这里 tanV> = < (x 0 )®. 于是其方程为 
y-yo = (x-xo)^(xo)i 
而法线（在切点处与切线垂直的直线）方程为 

(y-ito)^ (* 0 ) + * - ®o = 0. 

我们已经假设了切线不与 y 轴平行.而在这一特殊情形，显然其切线和法线分别是 
a: =狗和 y = y 0 . 


(6) 写出抛物线: r 2 = 4«y 在任意一点的切线以及法线方程. 证明： 如果 


















{<h (x + h)-4>i (®)}/fc-» -oo, {ih{x-\-h)-<t>2 (x)> /h +oo, 
当然,尽管在 （c) 中只能考虎 ft 的正的值，而在⑷中只能考虑/ 1 的负的 
据这个亊实本身就能排除导数的存在性. 

通过考虑由方程 

(a)y 3 = *, (b)y® = -*，(0)1^ = ®, ⑷ j/ 2 = -a; 

所定义的函数，可以得到这四种情形的例子,其中所考虑的 z 的特殊值是 
微分法的某些一般法则 


在接下来的全部定理中，我们假设函数 /(:r) 和 F ( x ) 在所考虑的 a 
导数尸⑷和铲㈤. 

如果以*) = /(30 + 2!'( 3： ),蟬么 0(®) 有导數 


〆(*) = /，⑻+ 浐(*). 

(2) 如果必 (x) = */(*), 那么於⑷有导教 
4> , (x) = kf{x). 

我们把从例XXXV第 （1) 题中一般性的定理推导出这些结果留给读者作为一 
个练习 • 

⑻如果步 (*) = /(:c)F(*), 釋么 4>{x ) 有导数 

4/(x)=f(x)F t {x) + f(x)F^). 


少㈤= 

= lim { /(g + fe) 生 十义 -F ㈤ +f ㈣ ㈣犷/⑻ } 

= f ( x ) F f ( x ) + F ( x ) f ( x ). 



⑷如果少 (z) = 且 /(*) 一 0,鄄么彡㈤有导數 



因为 卜綠. 

(5) 如果 < f >( x ) = 错直 F ( x ) # 0,那么 00c) 有导數 
、 r(x)F(x)-f(x)F l (x) 

0 ⑻= {F^j? . 

这立即由 （3) 和 （4) 得出. 

⑹如果冷 (*) = F{/(s)}, 那么0⑻有导数 

这个定理的证明需要一点关注®. 

我们记 f(x) = y,f(x + h) = y + k, 故而当/I -» 0时有 fc — 0,且 

k/h — nx). ⑴ 

现在我们必须区分两种情形. 

⑷ 假设尸 (: c) # 0,又假设 A 很小,但不等 于零. 那么，根据 （1) 有 / 0,且 

也午巡 = F(y + ib)-Fjy)fc — ^ (y)/ , ⑷. 

(b) 假设 ^(30=0, 又假设；I很小，但不等于零.现在有两种可能性.如果 
fc = 0,® 那么 




我们的最后一个定理需要预先作一些 说明. 假设 a： =妒 (y)， 其中岭 (y) 在 y 的 
值的某个区间中是连续的且在第95节的严格意义下是递增（递减） 的. 那么我们 
可以记 y =决⑻，其中炎是矽的“反，’函数（第110节) • 

(7) 如果 y =沴⑻，其中 於是妒 的反 A 教，所以 x = ^(v)， 且 V(y) 有不等于 
零的导數妒⑼，那么 <t>{x) 有导數 

*' lx) ^v5ry 

因为，如果决 (re + /») = y+ifc, 那么当 h-*0 时就有 fc - 0,且 

V 1 fc-o (x + h)-x k^orl，(y + k)-r/,(y) 妒 (tf). 

115. 复函数的导数 

到目前为止，我们已经假设了 y =必(: r) 是; r 的实函数.如果1/是一个复函数 
<t>{x) + i0(x), 那么我们可以将 j/ 的导数定义为 d>'{x) + i^(x). 读者不难看 出：当 
4>(x) 是复函数时，上面的定理(1)~(5)依然成立.定理 （6) 和定理 （7) 对复函数也 
有类似的结论，不过这些结果有赖于“一个复变量的函数”的一般概念，目前我们 
仅仅在几个特殊的例子中遇到了这个概念. 

116. 微分学的记号 

我们已经说明了，导数也常称为微分系数.这里经常用到的不仅仅是一个不同 
的名字，而且是一个不同的 概念； 函数 y = Hx ) 的导数也常用某个其他的表达式 

来表示. 

这些记号中的最后一个是最常用也是最方便的.不过读者必须仔细记住, dy/dx 
并不表示“某个数 dy 被另一个数 clc 除”： 它的含义是“某个运算或者 d/dr 作 
用到 y = 0 (*) 所得到的结果”，该运算是作商 恸 (: r + /») — 0⑻} 然后令~ — 0. 

当然，这个符号初看起来是如此特殊，因而如果没有理由是不会被采纳的.采纳它的理 
由如下•分式 {4>(x + h)-<Kx)}/h 的分母/I是自变童I的值 x + ft 与 x 的差； 类似地， 
分子是因变量 y 的对应的值 0Or + /i) 与 Hx) 的差. 这些差可以分别称为 x 与 y 的增量 
(increment), 并用 6x 和6»来表示 它们. 那么该分式就是 by/6x, 对于许多目的来说，把这个 

分式的极限（此极限与 4>'(x) 是同一个东西）记成 dy/ix 是根方便的.但是这个记号目前必 

须被看成是纯粹象征意义的.其中出现的 d V 和 dx 不能被分开来_它们自己本身并没有任何 
意义： 特别地， dy 和 da: 并不表示 limdj/ 和 lim6x, 这两个极限都是零.读者霱要逐渐熟悉这 
个符号,不过当你对此符号感到困惑时,你可以将微分系数写成的形式，或者像我们在本 
章上面几节中所做的那样,用符号 ^(x),^(x) 以避免这一困难. 










117. 标准形式 

我们现在要更加系统地来研究几种最简单类型的函数的导数形式. 

A. 多项式.如果 4>(x) = aox n + aix n_1 + ■ ■ ■ + a n , 那么 

^(x) = nao®" -1 + (»-1) aix n ~ 2 + ••• + On-i. 

有时候，利用一个关于: r 的 n 次多项式的标准形式[所谓的二项形式 (binomial 
form)], 也即 

aox n + ( : ) 0 »* n-1 + ( ; j ° 2a：n_2 + … 

是更加方便的.在这种情形有 

4>' (x) = n |oo* n_l + ( n : 1 ) °i* n_3 + ( n ; 1 ) oa* n_3 + - - • + On-i} • 
4>{x ) 的二项形式常用符号写成下列形式 

(ao.Oj,- - ,On^X, l) n ; 

此时就有 

^(ar) = n(ao,oi,- - ， On-i OM)" -1 . 

以后我们将会看到, d>(x) 总可以表示成 n 个因子的乘积的形式 
4>(x) = ao(x- ai) (s - o 2 ) • • • (x - a n ), 

其中诸 A 是它的实根或者复根.那么 

^ (x) = ao 5^ (x - a 2 ) (® - a 3 ) • • • (* - a n ) , 

该符号表示,我们要作出所有可能的 n_l 个因子的乘积，并将它们相加在一起.此 
结论的这种形式甚至对于其中有若 干个坧 为相等的情形也依然 成立; 不过当然，此 
时其中右边会有若干项是重复出现的.读者不难 验证： 如果 

沴⑻ = ao(x- ai ) mi (x- a 2 ) TOa --(x- 知广， 

那么 

⑻= ao (a: - a 2 广… （a:- 叫广 ■ 

例 XLI 



展开式中 ft 的系数. 

(2) 如果必⑻可以被（: r - a) 2 整除，那么〆 (a：) 可以被 ;r - « 整除： 而且一般 
地说来，如果 d>(x) 可以被 （ar - a) m 整除，那么 ^(x) 可以被 (x-a) m - 1 整除. 

⑶反过来，如果4㈤和 <f/(x) 两者都能被 . t ： - «整除，那么 <P(x ) 可以被 
(x-a) 2 整除; 又如果0 (4 能被工_ «整除，而 W (4 能被（: r — a)"*- 1 整除，那么 
炎 (》) 可以被 (x-a) m 整除. 

(4) 指出如何尽可能完全地用初等代数运算确定出 P ( i ) = 0 的重根以及重根 
的阶，其中 P(x) 是一个多项式. 

t 如果丑 i 是和 P 的最高公因子，丑 2 是历和 P" 的最高公因子 ，迅是 
丑 2 和产"的最高公因子，如此等等，那么 HxHz/Hl = 0的根就是/> = 0的二 

重根， H 2 H A /Hl = 0的根就是/> = 0的三重根，如此等等.但是有可能无法求解 

H X H^/Hl = 0, H 2 H t /Hl = 0,….例如,如果 /> ⑷ = (x-l) 3 (;r 8 - ;r - 7) 2 ,那么 
H X H S /Hl = a: 5 -x - 7,而 H 2 H A /Hl = *-1;我们无法求解第一个方程 •] 

⑻求 

x* +3 x 3 -3 i 2 -11 i -6 = 0, a: 8 + 2x 5 -8x 4 - 14X 3 + llx 2 + 28a; + 12 = 0, 
所有的根及其重根的阶. 

⑹如果 ax 2 +2bx+c 有一个二重根,也即它有 a (x-a) 2 的形式，那么2 (⑽+ 6) 
必定可以被 z - a 整除，所以有 a = -6/a. x 的这个值必定满足 ax 2 + 2bx + c = 0. 









^{x^ix-ar^x-pTffix) 

+{m(*- a) m ~ l (x-/3) n + n(x-a) m (x- W 1 > ⑻ 

= (*-a) ro_1 (*- 灼"- 1 ^(x-a){x-0)e>(x) 

+ [m(x-/3)+n(a-a)Jd(*)| 

= ( x - ar ~ 1 ( x -0) n - 1 F ( x ), 

其中最后一步是我们的 定义. 现在有 F ( a )= m ( a -0)6( a ) 以及 P (0)= n (0- a )0 
(/?)， 它们有相反的符号.于是 F ( z )( 从而# ( re )) 在: c 的介于 a 和々之间的某个值 
处取值为零. 

118. B . 有理函数 



其中 P 和 Q 是多项式，由第114节的⑻立即得出 

心 _ P>{x)Q{x)-P(x)Cnx) 
u • 

此公式使得我们可以给出任何有理函数的导数.不过，我们所得到的公式的形式不 
一定就是最简单的.如果 Q (*) 和 Cy ( x ) 没有公因子，也就是如果 Q { x ) 没有重因 





到的表达式就可以作进一步的化简. 

在对有理函数求导时,应用部分分式的方法常常非常方便.如同在第117节中 
那样，我们将假设 Q(x ) 表示成形式 

ao(x -« 2 ) ma •••(*- a v ) m -. 

那么，在代数学的专著®中证 明了： R{x ) 可以表示成形式 

喻吾+為+…+^ 

其中 n (*) 是一个多 项式; 也就是表示成一个多项式和若千个形如 


的项之和，其中《是 Q ( ar ) = 0的一 个根. 我们已经知道如何来求多项式的 导数： 
由此根据第114节中的定理⑷(或者, 如果 a 是复数，则根据在第115节中所指出 
的推广的结果）立即 得出： 上面最后所写的那个有理函数的导数是 
pA(x-a) p ~ 1 _ pA 

(s - or 产 _ '(x-a) 1 ^ 1 ' 

现在我们可以将一般的有理函数 R(x ) 的导数写成形式 


( x - ai )* (*-air (*-a 2 r (*-a 2 ) a 

另外我们还证明 了：对 m 的所有正的或者负的整数值（除去 m 是负数，且 z = 0 
的情形外 ), 的导数是 mx— 1 . 

当需要对一个有理函数多次求导时,本节所阐述的方法特别有用（见例 XLV). 

例 XLII 

⑴证明 


f_x\ 1- a 2 d /1-^\ 


①例如，见 Chrystol 所著 Algebra —书第2版第 I 卷，151页以及其后诸页. 






此结果也可以作为例XXXVI中第 （3) 题的一个推论得出.因为，如果 4，{X) = 
我们就有 

〆 ㈤ = ife '--jT~ aW， =靶 ^jrr = ^ -1 - 

显然，对 m 的所有的有理数值有更一般的公式 

^(a® + 6) m = ma(ox + 6) m_1 

成立 • 

隐 （implicit) 函数的求导涉及到某些理论上的困难，我们将在第7章中再次回 
到这个问题.但是在这种函数的导数的实际计算中并不存在实际的 困难： 所要采用 
的方法只要用一个例子来加以说明就足够： T 假设 y 由方程 
x 3 + y 3 - 3oarj/ = 0 

给定.关于 x 求导，我们得到 

〜 盏_。(„ + 务 0 ， 

所以 d 2 











也是相当重 要的. 这些公式可以很容易地从第114节的定理⑹和⑺推导出来. 
在第一个结论中,不确定的符号与 acosfarcsin^/a)} 的符号相同,这是因为，根据 
a 是正的还是负的我们有 



最后，利用第114节定理 (6), 我们可以对既包含代数函数类、又包含三角函数 
类的复合函数求导，请在以下诸例中写出任何这种函数的导数 ■ 

例 XLIV® 

(1) 求下列函数的导数 

cos m x, sin m x, C06x m , sinx m , cos (sinx), sin (cosx), 

®arcsinx+ >/(l-* 2 )i (1+ ®)arctan>/x-V®- 

(2) 求下列函数的导数 

, cos at “ a + bcosx 

arcsm^-i 2 ) 1 , tanarcsmx.arctan ：+ 8 ~ , arctan^^- 

(Math. JHp. 1926,1929,1930) 

(3) 求导数并对结果的简单性予以解释 

arcsinx + arccosx, arctanz + arccotx, arctan(^^). 


(4) 求导数 



(5) 证明： 每个函数 

一願， 一爾. 


都有导数 i 

y/{{a-x){x-m 


①在这些例子中, m 是一个有理数，而6, 的取值使得函败取到实败值_其中不嫌定 

的符号有时予以省略. 



(6) 证明 


i 卜_\/(尝)}= 


{Math. Trip. 1904) 


y/iCiAc-aC)}'^ 卜 ccos j |^ia；2 + <^}j = {Ax 1 + C) y/{ax 3 + c)' 


中的每一个都有导数 l/(a + 6co6x). 

(9) 如果 X = a + bcosx + csinz, 且 


r - - 1 „ 〜 
y/^-V-C^) Xy/W+^i ' 

那么 dy/dx = 1/X. 

(10) 证明： F[/{^(*)}] 的导数是 


l r， [/{^(*)>]/ ， {0(*)}^(*), 

并将此结果推广到更加复杂的情形. 

(11) 如果 u 和 v 是 z 的函数,那么 


°一卜 U . 

(12) y=(tanx + seci) m 的导数是饥穿献®. 

(13) y = cos* + 181110：的导数是 iy. 

(14) 求 x cos a; 和 (sinz)/a; 的 导败. 证明：使得曲线 y = zcosx,y = (sins) /x 
的切线平行于 z 轴的： r 的值分别是 cota: = a: 和 tan* = a: 的根. 

(15) 容易看出（例XVII第 （5) 题)，如果 a > 1,那么除了 x = 0 之外，方程 
smx = ax 都没有实数根，这里 a 是正数,如果 a < 1,它有有限多个根,且这些根的 

个数在 a 减小时 增加.证明： 使得根的个数改变的 a 的值是 cosf 的值，其中《是 

方程 tan$ =《的一个正根•[所要求的值是使得 y = ox 与 y = S inar 相切的 a 的值 .j 




(16) 如果当 x^O BtW <p(x) = i 2 sin ( l / x ), 而彡⑼ = 0,那么当 i #0 时有 

^(*) = 2 arsin ( l / x)-cos (1/*) ， 

而#⑼ = 0 •且#⑻在 a： = 0 时不连续（参见第112节的 （2)). 

(17) 求圆 a: 2 + y 2 = « 2 在点 (x 0 ,yo) 处的切线以及法线方程，并将它们化简成 
形式 xx 0 + yyo = a 2 以及 xy 0 - yx 0 = 0. 

(18) 求椭圆 （x/n) 2 + (y/6) 2 = 1 以及双曲线 { x/af - ( y / b ) 2 = 1 在点 (xo.yo) 
处的切线以及法线方程. 

(19) 曲线: r 二沴(<),1/ =矽⑴在参数值为 f 的点处的切线以及法线方程是 

= + {y - 碰仰 ) = o. 

121. 离阶导数 

恰如我们从 00c) 作出 少⑻ 一样，我们可以从 4>'{ X ) 作出函数 r ( x ). 这个函 
数称 为彡⑷ 的二阶导数 (second derivative) 或者二阶微分系数 (second differential 
coefficient). y = < t >{ x ) 的二阶导数也可以用下列任意一种形式表示 

^ (£) y ' S- 

按照同样的方式，我们可以定义 y = 4(*) 的 n 阶导数或者 n 阶微分系数，它可以 
用下列任意一种形式表示 

㈤ ， V ' 5^' 

但是只有在不多的几种情形中，才能很容易地写出一个给定函数的阶导数的一 
般公式.其中有些情形可以在下面要给出的例子中找到. 

例 XLV 

(1) 如果0 ( a :) = a : '那么 

沴 ( n ) (*) = m (m — 1) • • • (m — n + 1) 

这个结果使我们可以写出任何多项式的 n 阶导数. 

(2) 如果 4>{ x ) = (ax + b ) m , 那么 

0 ⑻ (») = m (m - 1) • • • (m - n + 1) a n ( o ® + 6) m_n . 


在这两个例子中， m 可以取任何有理数值.如果 m 是正整数，且《 > m, 则有 

於⑼⑻ = 0. 



⑶公式 
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\dxj (x-aY ' - ( x -« r " 

使得我们可以写出用部分分式之和的标准形式表示的任何有理函数的 n 阶导数 • 
⑷ 证明： 1/ (1 - X 2 )的 n 阶导数是 

卜!) {(1 _ x )-"- 1 + (- l) n (l + x)~ n ^}. 


* 2 -4’ (z-l)(x-2) > (a;-l) 2 (a; + 2) 

的 n 阶导数. n {Math. Trip. 1930,1933,1934) 

⑹证明 ：如果 n 是偶数,那么在 z = 0的值是0,如果 n 是奇 
数且大于1，则相应的值是 -n!. 1 (Math. Trip. 1935) 

(7) Leibniz 定理. 如果 y 是一个乘积 m;， 且我们可以作出 u 和 v 的前 n 阶 
导数，那么我们就能利用 Leibniz 定理作出 y 的 n 阶导数,该定理给出法则 

(UW)„ = U„w + ( : ) Un-iVl + ( ; ) + • + ^ U„_ r W r + ■ ■ ■ + UV n> 

其中下标表示导数，例如， 《n 表示《的《阶导数.为证明此定理，注意 


就推得,对问题中讨论的所有 n 的值以及 r 的值都有 Oni 
当我们对 {uv) n 求导作出 M w+1 的时候，显然可见 t 






我们有 
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对 M } 也有一个类似的公式.如果 p = v/^ + a 2 )， 且0是使得余 
弦值以及正弦值为 a:/p 以及 a/p 的绝对值最小的角度，那么就有: r+ ai =⑻祕以 
及 i-ai = pCis(-e)， 所以 

[Cis{(fi + 1)0}-Cis {- (n+l)0}) 

= (-1广 》! (i 2 + 0 2 )~^ n+1) sin {(n +1) arctan (o/x)}. 

类似地，有 

= ( _1 ) n n! (** + o 2 ) _i(B+1) cos{(n+l) arctan (a/x)}. 

(16) 证明 

cos (® + inre) + Q n sin (a + §™*)}* _n-1 > 

= { Pn 8111 (* + 5 "*) — ^** 008 (* + 1 ™ 1 ) } 

其中八 和 Q„ 分别是关于: r 的 n 次以及 n - 1次多项式. 

(17) 证明公式 

岩 “/( I ), 0=- S /© 3 . 

d 3 x fd 3 ydy „/d 2 y\ 2 \ / fdy\ 5 

//w - 

122. 关于导数的某些一般性的定理 

在接下来的内容中，“闭”区间与“开”区间之间的区别常常是很重要的.闭区 
间 （ a ，&) ® 指的是满足 a < z < &的I组成的 集合. 而开区间则是满足 a < z < fc 的 
a： 组成的集合（也就是从闭区间中去掉靖点)产 

我们要关心的是在闭区间 (a,b) 中连续且在开区间 (a,6) 可导的函数.换言之， 
我们将假设函数 <t，(x) 满足下面的 条件： 

(1) <f>(x)^a^x^b 中连续，它在区间端点的连续性按照第99节末尾所说 
的意义来 理解； 

(2) 对 a < I < &中 每个； c, <f/(x) 都存在 • 

① 在现代的数学教材中，以《和6为左右壤点的闭区间一律用更加规范和淸楚的符号丨《，61来表示， 
而不使用本书中“闭区间（《,6)” 这样的说法和容易引起误解的符号，本书中关于区间符号的这种 
用法要引起读者足够的注意.一^译者注 

② 还可以用不等式 a < x ^6 m # a ^ x < fc 来定义半闭的区间，不过我们将不使用这些术语. 
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如果 ^(x x )> ^(x 2 ), 那么根据定理 A, 就存在一个接近且大于町的幻，使得 
Hxz) > Hxx) > Mx 2 ). 这样一来，根据第101节，在: T3 与吻 之间就存在-个 
工4,使得 Hxi). 于是，根据定理 B， 在：^与 X4 之间就存在一个 * ，使得 
^(*) = 0, 这再次与假设矛盾 • 

由此推出有 0(*1) 〈洽 (勿) . 

剩下要将此不等式推广到 x ,= ammx 2 = b 的情形中去.由我们已经证明的 
结果可 推出： 如果 a < z <〆 < 6,那么 


所以，当 a: 从右边趋向 a 时， <f>(x) 是严格减 少的. 因此 
^(o)= lim o ^(x) <^(® / ). 

类似地有 

推论2 如果在整个区间 (a,6) 都有#⑻ > 0,且0⑷ > 0,那么0⑻在整 
个区间都是正的. 

读者应该将这些推论中的第一个与定理 A 仔细加以比较.如果与在定理 A 中 
一样,仅仅假设 <P'(x) 在单独一点 z =吻是正的，那么我们可以 证明： 当心与* 2 
充分接近邳且灼< * 0 < x 2 时有於(*0 < ^(z 2 ) 成立.这是因为根据定理 A 有 
^(Xi) < 4>(x 0 ) 以及 <f>(x 2 ) > <l>(xo). 但是这并没有证明存在一个包含种的区间， 
在这整个区间中 4>{x) 都是递增的函数，因为“:^与: r 2 位于: c 0 的相反的两边”这 
一假设对我们的结论来说是至关重要的.随后（在第125节中）我们还将回到这一 
点，并用一个实际的例子来加以说明. 

123. 极大和极小 

我们将把必 (z) 在: r = <所取的值多 (0 称为一个极大值 (maximum), 如果 
m 大于 Hx) 在 z =《的一个邻域内所取的任何其他的值，也就是说,如果我们 
能找到 x 的值的一个区间 (C-e,e + e), 使得当《― e < : c < $以及石< * < $ + e 
时都有必⑹> 可以用同样的方式定义极小值 (mimmum). 于是图36中诸点 

Ai 对应于绘出其图形的函数的极大值，而诸点玖则对应于该函数的极小值.应该 
注意的 是：木 对应于一个极大值 ，而岛 对应于一个极小值这样一个事实与该函数 
在负的值大于在戊的值这一事实并无任何抵触之处. 

定理 C 可导函數 < l >( x)Ax = ^ 的值是板大值或者板小值的一个必要条件 
是少 (0 = 0. 






诅定，如果 0' ( 幻 = 0,对所有小于且接近《的 ar 的 
大于且接近$的 a: 的值都有〆(*) < 0,那么在 z = $ 1 


c 的值都有〆(*)>0,而对所有 
f 肯定有一个极 大值； 又如果这 
两个不等式的符号反过来，那么在该点必定有一个板 小值. 因为这样的话，我们就 
能（根据第 m 节的推论 1) 确定一个区间 （ f - e ，0, 在整个这一区间中沴 Or ) 随 a : 
^-起增加，又可以确定一个区间 （&? + £), 在整个这一区间中当 a ; 增加时 卓⑷减 

此结果也可以这样来加以陈述.如果# Or ) 的符号在 : c = $从正的变成负的， 
那么 : r = €给出诊 Oc ) 的一个极 大值; 而如果 ^(x) 的符号在 ： c =《从负由 
的，那么 I = $给出 (j>(x) 的一个极小值. 

如同我们已经定义的那样，极大值是严格的极 大值； 对所有接近《 

於 (0 > Hx). 可以放宽我们的定义，仅仅要求对所有接近《的: T 都有在⑹ XX、 
成立.例如，根据这个定义，常数对于变童的每一个值都有一个极大值（以及一个极 
小值).定理 C 仍然为真. 

-个极大值或者极小值也常称为一个“极”值或者“转向，，值 . 

124. 极大和极小（续） 

还有另外一种表述极大值或者极小值的条件的方法，它常常是有用的. 

让我们假设0 ( a :) 有二阶导数 ^(®)： 这当然不能从 ^(s) 的存在性得出，正 
如 <P'(x) 的存在性不能由 4(: r ) 的存在性 得出； 但是在这种情形，如同我们现在可 


负的变成 i 
:的 a : 都有 




^(x) 是正的，而当: r 大于€但充分接近于€时，〆(: C) 是负的. 从而 x = € 给出极 
大值. 


125. 极大和极小（续） 


上面我们假设了 <f>(x) 在所讨论的区间中所有 * 的值都有导数. 

如果上述条件不满足，定理将不再成立.例如，定理 B 对于函数 

y=l-V(x s ) 


失效，其中的平方根取正号.这个函数的图形画在图37中. 
这里有 = 必⑴= 0:但是，如同从图中显然可以看 
到的那样，如果 x 是负的，则 ^(x) 等于1,而如果 a; 是 
正的，则 < ⑻等于-1，且 ^(x) 不会为零.对I = 0没 
有导数存在，且在 P 点图形没有切线.在此情形: r = 0显 
然给出的一个极大值,但是极大值的判别法失效. 



然而,仅有的导数 4/(x) 的存在性是我们假设的全部内容.这里 还有一 个我们 


未曾做过的假设 ，即： 本身是一个连續函教. 这提出了一个有趣的问题.是否 


可能一个函败 <t>(x) 对所有: r 的值都有导数，而 <P'(x) 本身却是不连续的呢？换句 
话说，一条曲线能否在每个点都有切线，然而切线的方向却不是连续变化的呢？起 
初常识倾向于否定的 答案; 但是不难推出这个回答是错误的. 


考虑当: r/0 时由方程 


^(*) = * 2 ain(l/*) 


来定义的函数 4>{x), 并假设0⑼= 0.那么 <t>{x) 对所有: r 的值都是连续的.如果 
x^O , 那么 

^ (®) = 2 x sin ( 1 /*)-008(1/*); 

f(0) = a ^M)=0. 

所以〆(*)对所有 Z 的值都是存在的.但是〆 (*) 在 * = 0并不 连续； 因为 








B 


I 


I 




当 a: — 0 时它在不定元的界限值 a - 1与 a + 1之间振荡.由于 a - 1 < 0,我们可 
以求得: r 的任意接近于零的值,使得在该处有 ^(x) < 0 成立； 这样一来，不可能 
找到任何包含 x = 0 的区间，在整个这个区间中 4>(x) 都是: c 的递增函数. 

然而，要想 <P'(x) 具有第 5 章（例XXXVII第 （18) 题）所说的“简单的”不连 
续性是不可能的. 

如果当 x — +0时有 - <»,而当: c — -0 时有 ^(x) — 6,且〆 (0) = c, 
那么 a = = 且# (a:) 在 a： = 0 是连 续的. 作为证明请见第126节例 XLVII 第 
(5) 趣. 

例 XLVI 

(1) 对沴 (*) = (x - a) m (x-b) n &R^(x) = (x-a) m (x-b) n (x-c) p 验证定 
理 B, 其中 m,n,p 是正整数，而 a < 6 < c. 

【第一个函数当 z = a 以及 x = &时等于零.且 

〆 ⑻ = (x- a)" 1 — 1 (a: - 6) n_1 {(m + n)x-m6-na} 

在 a： = (m& + na) / (m + n) 时等于零，： r 的这个值介于 a 和 & 之间.在第二种情形， 
我们需要 验证： 二次方程 

(m + n+p)® 2 - {m(6 + c) + n(c + o) +p(a + b))x + mbc + nea + pab = 0 
有介于 a 和&之间以及介于6和 c 之间的根 .j 

(2) 证明： x-sinx^x 的任何区间中都是增函数，而 tanx - a: 当: r 从一 ^ 
增加到^时是增 加的. 对于 a 的什么样的值， ax - sina: 是 z 的递增或者递减函 
数？ 




数的图形. 

(10) 证明：当: r = 1时函数 (z + 5) 2 (x 3 - 10) 有一个极小值,并研究它的其他 
的转向值. ( Math . Trip . 1936) 


( 0 -士-*)( 4 _ 3 * 2 ) 

恰只有一个极大值且恰只有一个极小值,并证明它们的差是 

对于不同的 a 的值，这个差的最小值是什么？ （Ma 狄. THp . 1933) 

(12) 证明： 不论 a , 6, C ，d 取什么样的值， （a® + b)/(cx + d ) 都没有极大值或者 
极小值.画出这个函数的图形. 

(13) 讨论当 

y = (a ® 2 + 2 bx + c )/ (Ae 2 + 2 Bx + C) 


的分母有复数根时,该函数的极大值以及极小值. 
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如果 A = 0,也即 a/A = b / B , 则上面的讨论不再 适用. 但是,在此情形我们有， 
比方说 

y - ( a / A ) = nf {A ( Ac 2 + 2Bx + C )} = / {-^ 2 (* - ® i ) (* - 

而 dy/dx = 0 就给出单独一个值 + 画出图就会淸楚地 看出： 这个值 
给出一个极大值还是极小值，要根据 / x 是正的还是负的来决定•图39中所画的图 
与前一种情形相对应. 

(16) 证明 ：如果 7在 a 和办之间,那么当 ： r 变化时， （ x - a )( x -/?)/( a :-7) 
取到所有的实数值，在相反的情形,它取除了包含在一个长度为 V (| a - 711/3 -71) 
的区间之中的数值之外所有的值. 

(17) 证明:如果 0< c < l , 那么 

x l + 2x + c 

y= ^-^TVic 

能取到任意的实数值,并画出该函数在此情形的图形. ( Math . Trip . 1910) 

(18) 似 + 6 

y = (*- l )(*-4) 

的图形在点 (2,-1) 有一个转向点.求出 a 和并 证明： 在该转向点的值是一个极 
大值.画出此曲线的 略图. ( Math . Trip . 1930) 

(19) 确定形如（似 2 + 2bx + c )/{ At t + 2Bx + C ) 的函数，使得它在 z = 1和 

x = - l 分别有转向值2以及3,并当 ： r = 0时取值 2.5. ( Math . THp . 1908) 

(20) (x + a)(x + b )/( x - a )( x - b ) 的极大值与极小值是 

( y/a + Vb\ 2 ( y / a -\/ b\ 2 

\ y / a - y/bj + 

其中^和* •是正数. 

(21) ( x -1) 2 /(* + D 3 的极大值是 4 

(22) 讨论 

z ( x - l ) x 4 (律 - I? ㈣ _ 2 a -37) 

x 2 + 3* + 3' (: r - l )(*-3) 3 ’ 

的极大值以及极小值. ( Math , Trip . 1898) 

t 如果将最后一个函数记为 P { x )/ Q [ x ), 可以求得 


PQ- PQ' = 72(x-7)(x-3)(*-l)(® + i)<af+2) (z + 5).] 




s sin(x + a)/sin(ar + 6) 没有极大值或者极 小值. 画出该函数的图形. 


有无穷多个等于零的极小值以及无穷多个等于 


的极大值. ( Math . Trip . 190J 

(26) 当06 > 0时， dsec 2 * + ^cosec 2 ® 的最小值是 （a + 6) 2 . 

(27) 证明： tan3xcot2* 不可能介于 | 和!之间. 

(28) 证明： sinmxcosecx 的极大值与极小值由 tanmx = mtanz 给出，其中 r 
是一个 整数; 并推导出 


所定义的函数的极大值以及极小值,其中 ad# 6c. 


( Math . Trip . 1928) 








(34) 点 A 和 B 位于一条直线上，它们与该直线上一个固定点 O 的距离相等， 

且位于该点相反的两边； P 是不在该直线上的—个固定点.证明 dP + SP 与 
同时增加. ( Math . 7Hp . 1934) 

(35) 求圆锥曲线 

ax 2 + 2hxy + by 2 = 1 

的轴的长度和方向. 

[与 z 轴交成0角的半直径的长度 r 由 


1 / r ^ = acoB 2 0 + 2hcoBOaind + b8in 2 9 

给出 .r 取极大值或者极小值的条件是 tan 25 = 2h /( a - b ). 在这两个方程之间消 
去0，我们得到 

{ 0 -( 1 /^)}{ 6 -( 1 /^)} = ^.] 

(36) oar + 6j/ 的最大值是 

2«V(<* 2 - o6 + ^). 

其中 a: 和 j / 是正数，且满足 x 2 +xy + y 2 = 3K a . 

[如果 ax + by 是一个极大值,那么 a + b ( dy / dx ) = 0. x 和 y 之间的关系给出 
( 2x + y ) + (x + 2y ) ( dy / dx ) = 0.令 dy/dx 的这两个值相等 .] 



在我们对此定理（它是微分学中最重要的定理 
之 一） 给出一个严格的证明之前，首先指出它的几 
何意义是值得的.简单地说，如果曲线 APB (见图 
40) 在它上面所有的点处都有切线，那么就必定有 
像 P 这样的一个点存在，使得在该点处的切线与 
AB 平行.因为 ^(0 是在 P 点的切线与 OA •所 
夹角的正切，而 { 在⑻-多⑷} /(6-o) 则是仙与 
OX 夹角的正切，故可得定理结论. 

容易给出一个严格的证明.考虑函数 


Hb) -4>(x) - ^ 卩 (6) 

当 * = a 以及 a: = 6时它取值 为零. 故而从第122节的定理 B 推出 ：存在 ^的一 
个值,使得在该点处的导数为零.但是它的导数是 

这就证明了定理.应该再次注意的是,并没有假设# (:r) 是连续的. 

将中值定理表成形式 


0(6) = ^(o) + (6-a)^{a + 0(6-a)} 

常常是很方便的，其中0是一个介于0和1之间 的数. 当然, a+ 0(6_a) 仅仅是 
“介于 a 和6之间的某个数 r 的另一种表述方式.如果置 b = a + h , 我们得到 


0(o + fc) = ^(o) + {a + 6h} , 

这是此定理最经常使用的形式. 

例 XLVII 

⑴ 证明： _ 

Hb) -4>(x) - 刪-於⑷} 

是曲线上一个点的纵坐标与弦上对应的点的纵坐标之差. 

⑵对于 <l>(x) = x 2 以及 <f,[x) = x 3 验证定理. 

[在后一种情形,我们霈要证明 （fc 3 - a 3 ) / (6 - a) =芡 2 ,其中 a < $ < 6;即要 
证明： 如果 l^ + aft + a 2 )— 2 , 那么$介于 a 和&之间 • 】 

(3) 当 

/(*) = * (*- 1 )(*- 2 ), 0 = 0 , 6 =^ 



等于 C, 这与 jjj。〆 (ar) = a 矛盾，除非 a = c. 类似地有 6 = c.] 

(6) 利用定理证明第 114 节的定理⑹，假设所出现的导数是连续的 • 

[我们有 

F{f(x + h)} -F{f(x)} =F{Hx) + hf(0} _ F {/ (*)} 

= hr(OF ， (v), 

其中 4 位于 a： 与 a: + /» 之间，而 》? 则位于 /(*) 与/ (*) + ^(0 之间 • 1 

(7) 证明：如果 

^ri + ^ + -- + ^y i+an=0, 

那么方程 OoX" + Oix"- 1 + •••+ On-iX + On = 0 至少有一个介于0和1之间的根 • 
{Math. Drip. 1929) 

127. 中值定理（续） 

中值定理对积分论中一个基本定理给出—个证明：如果对于区间中所有 x 的 
值都有 (a:) = 0,那么《 (*) 在该区间中是一个常教 • 

因为，如果 a 和6是 z 在该区间中的任意两个值,那么 

沴 (6) -沴 (a) = (b-a)</> , {a + e(b-a)} = 0. 

它的一个直接推论是：如果在一个区间中有 ^(x) = 妒 (*), 那么函数 0(*) 和矽⑷ 
在该区间中相差一个常数. 

128. Cauchy 中值定理 

有一个由 Cauchy 得出的中值定理的推广的结果，它在应用中有相当的重 
要性 1 . 

如果⑴彡 (a;) 和矽 (0：) 在闭区间 （a, 6) 是连续的,且在该开区间中 可导; （ii) 妒 (6) 
〆垆 ⑷； （iii) # (z) 与少(: r) 在同一个 a： 的值从不同时为零，那么在 a 与 fe 之间存 


: & 时，函 



0为零的话，则 


<m 亦然， 这与我们的假设矛盾.故而 < (0 勞0,用 < (0 来除就得到定理. 


假设 “#(*) 与 ^(x) 在同一个: r 的值从不同时为零”是很重要的.例如.假设 


o = -1, 6=1, <P = X 2 , if> = x 3 . 


那么0 (&)— 沴⑷= 0, V (6) — 矽⑷ = 2,故而，如果〆 (0 = 0,也即如果 C = 0,则定 
理的结论 为真. 但在此情形 錢) 也为零，从而该公式变得没有意义. 


129. Darboux 的一个定理 


在第101节中我们证 明了： 如果必⑻在 (a,b) 中连续，那么在 (a,b) 中取到介 
于必 ( a ) 和必 (6) 之间的每个值.还有其他类型的函数具有这个性质，特别是导函数 
组成的类•如果 ^(x) 是函数 0(a:) 的导数，那么（不论连续与否）它都有所 
陈述的性质. 


如果 0(x) 在 a < ar < 6中可导, <// (a) = a») =泛.且7介于 a 和/3之间, 
那么在 a 和6之间存在一个使得#⑹= 7 . 

例如.假设《< 7 < 汉并令 


矽 (*) = 沴(X) — 7(® — a). 

那么 作) 是连续的，从而它在 (a,b) 中的某个点$处可以取到它在 (a,6) 中的下 
界.这个点不可能是 a 或者6,这是因为 

^ (a) = os - 7 < 0, 少 (b) = 0 - y > 0. 

于是 矽㈤在 a 与6之间的一个点 （ 处有一个极 小值' 从而有#(0 = 0,此即 
^(0 = 7 - 

130. 积分 

我们已经看到了在各种不同的情形如何来求出一个给定 函数於 (a：) 的导数，这 
也包含了那些最常出现的情形，自然要考虑相反的 问题： 确定一个 函數. 使它的导 
教是一个给定的函教. 





一开始就很显然不可能有多于一个解答.在相反的问题中.答案几乎同样简单，这 
个答案 就是： 如果必(X)是一个解，那么，对于任意的 （7 的值，都是另外 
一个解，而且所有可能的解答都包含在形如少(: r) + C 的表达式 之中. 这可以立即 
由第127节推出 • 


























⑶当 <P(x) 是用通常的函数符号的某个有限组合所定义的任何一个函数时，实 
际寻求 #(4 的问题相对来说是一个较简单的问题.而相反的问题则要困难得多. 
这种困难的本质以后将会更加清楚地显现. 

定义如果岭⑷是 4(ar) 的导教，那么我们就称必㈤是岭 (*) 的一个积分 
(integral), 或者积分函數 （integral function)®. 从矽 (a:) 构造出 <p(x) 的运算称为积 
分法 (integration). 

我们将用记号 

沴⑻ =jV(*)d® 

表示.几乎不需要指出,无论如何在目前必须像对待 g 那样，将 J …如单纯地视 
为一个运算符号： f 和 d:r 本身的含义并不比另一个运算符号中的 d 和 da: 的含义 
更多. 

131. 实际的积分问题 

本章前面部分的结果使得我们能立即写出某些最常见的函数的积分.例如 

| X m dx = I coszdx = sin®, | sinidx = - cosx. (1) 

这些公式必须被理解成这样的 含义： 右边的函数是积分号下的函数的一个积 
分.最一般的积分当然是在右边函数上加一个常数 （7, 称之为积分的任意常数. 

然而对于第一个公式还有 m = -1 这种例外的情形.果然,在此情形该公式变 
得没有意义,这是因为我们已经看到(例 XLII 第 （4) 題)， 1/* 不可能是任何多项式 
或者有理分式函数的导数. 

在 下一章 里将要证明，确实有一个函数尸⑷存在，使得= l/a: •目前 
我们仅满足于假设它的存 在性. 这个函数 F Or) —定不是多项式或者有理 函数； 可 
以证明，它也不是代数函数，的确可证明， FOr) 是一个本质上全新的函数，它与我 
们已经考虑过的任何一类函数无关，也就是说,它不可能用与它们相对应的那些函 
数符号的任何的有限组合来加以表示.此结论的证明过于琐细，因而没有放在本书 
中； 不过有关这个论思的某些进一步的讨论可以在第9章中找到，在那里对 F(x) 
的性质作了系统的研究. 

首先假设 z 是正的.此时记 


J^ = ]ogx, (2) 




我们将把这个方程右边的函数称为对数函数 (logarithmic function)： 到目前为止它 
只对正的 a： 有定义 • 

其次假设; r 是负的.此时 -z 是正的，故而 log(-ar) 有前面所述的定义.同样 

有 d, ^ -1 1 

-108(-*) = — = -, 

所以当: c 为负数时就有 

j^=log(-*). ⑶ 

公式 （2) 和⑶可以合成一个公式 

J^ = log(±*) = log|x|, ⑷ 

其中不确定的符号的选取是要保证是 正的： 这些公式对于除1 = 0以外的所 
有的 a; 的值都成立 • 

在第9章中将要证明的 logx 的最基本的性质由以下诸方程表示 
log 1 = 0, log (1/x) = - logx, logrcy = logx + logy. 

其中第二个公式是第一个公式以及第三个公式的显然的推论.对于本章的目的来 
说，实际上并不需要假设这些公式中任何一个公式 成立； 但是它们有时使我们能以 
比其他情形下可能得到的公式形式更加紧凑的形式写出我们的公式. 

由上面最后一个公式得出： 如果： c > 0.則 log* 2 等于2 logx, 而当： c < 0时它 
等于 21og(-x), 在随便哪一种情形它都等于 21 0 g|:r|. 于是⑷等价于 

j^ = | l0gz2 ' ⑻ 

(1)~(3)中的5个公式是积分学的5个最基本的标准形式.应该向它们当中再 
添加2个公式，也即 


Ir^ =arctana:> 


⑹ 


132. 多项式 

第114节的所有一般性的定理都可以表述成为积分学的定理.例如.首先我们 
有公式 

]{/(*) + F (a:)} d® = | / (*) da:+ J F (x) (1) 



jkf(x)dx = kjf(x)dx. (2) 

当然. 这里假设了任意常数要适当加以调节.例如，公式 （1) 的结 论是： /(a:) 的任 
意一个积分与 F(x) 的任意一个积分之和都是 f(x) + F(x) 的一个积分 • 

这些定理使得我们能立即写出形如 EAufAx) 的任何形式的函数的积分，该 
函数是积分为已知的有限多个函数的常数倍之和.特别地，我们可以写出任何多项 
式的积分 ：例如 

J(aox" + a 1 x"- I +-.. + a n )d a； = ^^- + ^ + ... + a B x. 

133. 有理函数 

下面自然要将我们的注意力转向有理函数.假设 ft (: c) 是用第118节中的标准 
形式表达的任意一个有理函数，也就是用一个多项式 n (:r) 和若干个形如4/ (a - 
的项之和所表示的函数. 

我们能立即写出多项式的积分以及除了 p = i 之外的所有其他的项的积分，这 
是因为，不论《是实数还是复数，我们都有（第118节） 

p = 1对应的项的积分将有更多的 困难. 根据第114节的定理⑹立即推出有 

{/ ⑻ (*)d® = F {/(*)}. (3) 

特别地，如果取 /(z) = ax + 6,其中 a 和 6 是实数，并将尸㈤记为多㈣,将 F 1 (x) 
记为 矽⑻ ，所以多⑷ 是喩 (x) 的积分,我们得到 

Jv(o® + 6)da:= i^(ax + 6J. (4) 

作为例子,我们就有 

1^6 = ^° 8 ^ + 6 1 * 

特别地，如果 a 是实数，则有 

于是，我们可以对 p = 1以及《为实数的情形写出 /?(*) 中所有的项的积分，剩下 
的就是 P 二1且《为复数的项了. 



这两个公式使得我们能够对于 R(x) 的表达式中所考虑的两项之和进行积分;这样 
我们就能写出任何实有理函数的积分，如果它的分母中的所有的因子都能被确定出 
来.任何这样一个函数的积分都是由一个多项式、若干个形如 


A 1 


①例如，可参见 Chrystal 所著 Algebra 一书第 2 版第 I 卷第 151-159 M . 







的有理函数、若干个对数函数以及若干个反正切函数之和所组成的. 

现在仅霱要添加如下 一点： 如果《是复数,那么刚刚写出来的那个有理函数总 
是会与另外一个有理函数（在该有理函数中将4和《分别用它们的共轭复数取代 
而得到）一起同时出现,且这两个函数的和是一个实的有理函数. 

例 XLVIII 

(1) 证明 ：如果 △< 0,则有 

(其中 X = ax 2 + 2bx + c), 又如果 △ > 0,则有 

I cJIt^+c 61 = ^ log|X| + 長 8 10480 ( 穿 )’ 

其中，△和 D 在本节前面已给出定义. 

(2) 在 oc = & 2 这一特殊情形，该积分是 

会 log|ax+61 . 

(3) 证明： 如果 Q(®) = 0的根全都是实数，且各不相同，又 P(*) 的阶小于 
Q(x) 的阶，那么 

Jii ⑻ cLc = X； 鶏 loglar-al， 

其中的求和取適 Q(x) = 0 的所有的根 ■ 

[与《相对应的部分分式的形状可以由下面的亊实 导出： 

货―_， （…剛 —鶏.】 

⑷如果 Q ⑷的所有的根都是实数，且《是二重根.而其他的根都是单根，同时 
P(x ) 的阶小于 Q (®) 的阶，那么其积分是 >1/ (z — a)+A r log\x- al+SBlogl*-^!, 
其中 

2P(a) ，一 2 {ZP l {a)Q"{a)-P{a)Q'"(,a)} P{0) 

A ~~Q^j' A 3{^(a)} 2 ， WWV 

而求和则取遍 Q(x)^0 的异于 a 的所有 的根戊 
⑻计算 

1{(*-I)(®a + 1)} 2- 




-i^ir 1 108 l:t - 11 +N v + ^ i 恤 811 11 


(6) 求下列函数的积分 



(7) 求下列函数的积分 

(*-i)(* 2 +i)，r+^3* 

(8) 证明公式 

Ir^? = i^{ log (l-^+S) +2 _ ( 黑 ) } , 

Jr^ = i^{- log 念二 )+ 2 —( 感 ) }. 

Jir^ = 点卜轉)一 _}. 

134. 有理函数的实际积分法的注记 

第133节的分析给我们提供一个很一般的方法.用此方法可以求出任何实有 
理函数 R(x) 的积分,只要我们能求解方程 Q(:r) = 0•在（如同上面第⑻题那样） 


a 3 

(*-l) a (x3 + l)- 

{Math. Trip. 1924, 1926, 1934) 





寻求方便，像 


px + q+ ^/(oa 2 + 2fec + c) 
px + q- y/(ax 2 + 26x + c) 

，的一个函数，将它看成为: c 和简单代数函数 v /(ax=* + 2te + c) 
要比直接将它本身视为: c 的一个代数函数要更加方便. 

• 换元积分法和有理化积分法 

由第133节的方程⑶ 得到： 如果 p ⑻ da： = 沴⑷，那么 
{/(*)}/' ⑷ dt = 0{/(*)}. 


「程提供了一^方法,使我们能在大量的积女 
) 的积分.它可以如下叙述成一个法 则：令 


讎 —― 


函数，就总会是这种情形，而且常可选取: r 和 f 之间的关系以使得这种情形得以发 
生. 例如， fl(Vi) 的积分可以通过代换 x = t ^ 转化为2识⑴的积分，也即转化 
为 t 的一个有理函数的积分，这种求积分的方法称为有理化积分法 (integration by 
rationalisation). 

① 参见作者的专著 7%e irUegratHm of Junction, of a single vario6fe(Ci»mbridge TVacts in Math¬ 
ematics, No. 2, 第 2 版. 1916 年).在实际 Big 中这种情况并不是经常发生的. 

② 原书此处误写为 2tR(^). ——译者注 





C 和 2/ 两者都是 t 的有理函教，比方说 a: = ⑴， y =也⑻，那么 

^R(x,y)dx = {坧⑷，⑷}用⑷也， 


后面这个初分（它是 f 的一个有理函數的积分）可以用第133节中的方法加以计算. 

重要的是要 知道： 什么时候能求得一个连接 ：c 和2/的辅助变童 <，不过我们目 

前还不可能讨论这个一般性的问题 ®. 我们必须限于研究几个简单的情形. 

137. 与圆锥曲线有关的积分 
假设 z 和 y 是由一个形如 

ax 2 + 2hxy + by 2 + 2gx + 2fy + c = 0 


的方程联系在一起的.换句话说, y (视之为 a: 的一个函数）的图形是一条圆锥曲线. 
假设 (^r,) 是该圆锥曲线上一个点，并令 a： - $ = X， y - I； = K 如果 a: 和 y 之间 
的关系是用I和 K 来表示的,它取如下形式 


2(G+Ft) _ 2t(G + Ft) 

~a + 2ht + bt^ ,V ~ V= ~a + 2ht + bt^' 


hx + by + f = ~ (0 + 2^ + ^) 

U 

1 hx + by + f - -2 | a-\-2ht-\-bt 2 ' 

当 h 2 > a 6 时,按照下面的做法来进行是有一定好处的.此圆锥曲线是一条双 







所以 


Jv = < fi^ = ^ log h /5+v+ 却 ⑴ 

特别地,如果 a = 1,6 = 0, c = t» 2 , 或者 a = 1，& = 0, c = -a 2 , 就得到 

J ^T+c?) = 峋卜 + vV + ° 3 )}.J ^ x T_ ^ = l°g 卜 + V/ 妒 - 釣 I, M 

这些等式的正确性可以通过求导来直接加以验证.应该将这些公式与第三个公式 

U-A =arcsin f (s) 

结合在一起，公式 （3) 与本节中的一般性的积分当 a<0 时的情形相对应.在 （3) 
中假设了 a > 0,如果 a < 0,则该积分为 arcsinOc/lalK 参见第120节).实际上我 
们应该将一般性的积分转化成（如同下一节中所述）这些标准形式的积分中的某一 
个来加以计算 • 

公式 （3) 形式上与 （2) 有很大的 不同： 读者要等到读完第10章之后才可能对 
它们之间的联系有真正的理解. 

咖 .积分一 
J y/(ax a + 26* + C) 

此积分在所有情况下都可以用上面几节的结果进行积分.最方便的方法如下. 

由于 

A® + /i=-(ax + 6) + /i-— , 
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我们有 

J : H) = -a^ +2bx + c ^ + G - 竽 ) J Vw 二疋 + c ) • 

在最后这个积分中, a 可以是正数或者负数.如果 a 是正的,就令 +6a-i = 
t , 此时我们得到 

丄 f df 

\/«J >/(« 2 + «)' 

其中《 = (ac - 6 s ) /a •如果 a 是负的，就用 4 代替 -a, 并令: rW - = <,此 

时我们得到 

1 f dt 

y/(-o) J y/i.-K-t 2 )' 

这样看来，在任何情形这种积分的计算都依赖于第 138 节中所考虑过的积分 
的计算,而且这种积分可以化为三种形式的积分 

f dt r df f dt 

J y/[t 2 +ofly J y/(t 2 - a 2 ) ’ J ^(d 2 - 1 2 ) 

中的某一 种. 

140. 积分 J" (A® + /*) y/(ax 2 + 2bx + c)dx 
按照同样的方法我们得到 

J (A® + n) ^{ax 2 + 2bx + c)dx 
= ^(^ 3 + 2te + c ) f+ JV(a^+2teTc)<lx, 

而最后这个积分可以化为以下三种形式之一 

J V^ + o 2 )*，! v^(« 2 -a2)d«,J vV-， 

为了得到这些积分，在这里引进积分学的另外一个一般性的定理是很方便的_ 

141. 分部积分 

分部积分的定理只不过是在第II 4 节中的乘积的求导法则的另外一种表述而 
已. 由第114节中的定理 （3) 立即可以得出 

J> (*) F(x)dx = /(x) P ⑻ -j / (*) ^(x)dx. 



有可能发生这样的 情况： 我们想要求其积分的函数可以表示成形式 f(*)F(；r)， 而 
f ( x ) F '( x ) 是可以积分的.例如，假设=冰0«0,其中分 W 是一个已知函数 
X(*) 的二阶导数.那么 

J ^ (*) d® = | a^ # (*)dx = xy ； (xj-jx 7 (*)dx =xjd (*) 一 X (*) • 

将此积分方法应用到上一节的积分中去,我们就能说明这种积分方法的功效•取 
f { x ) = ax + b, F ( x ) = >/(<*** + 2te + c) = i/. 


a|i/dx = (ax + 6)y-|^^-dx = (ax + 6)y-o|ydx + (oc-6 2 )|Y- 

我们已经知道（第 138 节）怎样计算最后这个积分 • 

例 XLIX 

(1) 证明： 如果 a>0, 那么 

| y/ix^+a^dx = ^xy/i^ + oi 1 ) + ia 2 log{x+ V^ + a 2 )}, 

I y/(x 2 - a 2 )*!® = ^xy/(x 2 -ofl) - ^a 2 log |x + y/(x a - a 2 )}, 

I y/(a 2 - a^Jd® = ^xy/ioi 2 -x 2 ) + ^a a arcsin ■. 

(2) 用代换 x = asinfl 计算积分 j x i ^ ’ | %/(° 2 -x 2 )dx , 并验证其结果 

与第 138 节以及第 1 题中所得的结果相-°致. 

⑻用代换似+ 6 = 1/«以及 z = 1/ti 证明（根据第133以及141节中的记号） 
rdx ax + b f xdx bx + c 

Jn, J7 =_ ^r 

⑷用三种方法计算 J " 咖二 _ g)} _， 也即 W 用前几节中的方法 . ㈤用 

代换 

(6-*)/(i-o)=t 2 

以及 （iii) 用代换 i = ocos 2 0 + fesin 2 的其中 6 > a. 并验证其结果是相一 致的. 



的 积分. (Math. Trip. 1923, 1925, 1927, 1929) 

⑺ 用代换 2a: + a + & = _6) (户 + r 2 ), 或者用 y/{F+a )- 乘以 

分子以及分母来 证明： 如果 a > &,则有 

J V(»-H.)W(» + H = 

⑻求一个代换.使得能将 J" (:+“)•：(:_)! 转化为一个有理函数的积分. 

(Math. Trip. 1899) 

⑼证明 ：代换 ax + 6 = y" 将 X®, V(a® + 6)}dx 化为一个有理函数的积 

(10) 证明 

j/ W (*) F(x)dx = f(x) F(x)-f(x) 产㈤ + ^ / (* V (*) Ac， 

且一般地有 

J" / ⑻⑻ F(x)dx= /(»-!) (*)F(x)- 户- 2 )㈤ 浐 (*) 

+ ... + (-l)"J/(*)F ⑷ (2)< Le . 

(11) 积分 J(1 + : c) p #dx (其中 p 和 g 是有理数）在三种情形下可以求出，也即 
(i) 如果 P 是一个整数, （ii) 如果9是一个整数以及 （iii) 如果 p + g 是一个整数.【在 
情形⑴，令X = TX», 其中 S 是 g 的 分母; 在情形⑼，令1 +2： = « '其中 S 是 p 的 
分母; 而在情形 （iii), 4-l+x = xt», 其中 S 是 p 的分母 .j 

(12) 积分 Jx TO (oa: n + 6) 9 dx 可以用代换 ax n = W 化成上面那个积分.[实际 
上，用一个“化简公式”来计算这种类型的特殊的积分常常是最为方便的（参见第 
6章杂例第55题 M 




(13) 积分 卜 卜 y/{ax + b), V(c® + d)} dx 可以用代换 


转化为一个有理函数的积分. 

(14) 将 j fl (*， y) dx 化为一个有理函数的积分，其中沪 (* - y) =怎 2 .[令 y =缽 
我们得到 * = l/{* 2 (l-t)}, y = l/{t(l-t)}.] 

(15) 当 （a)y (a; - y) 2 = a:, (b) (x 2 + y 2 ) 2 = a 2 (x 2 - y 2 ) 时用同样的方法化简 
此积分 • 

[在情形 (a) 4- x - y = <：在情形 (b) 令； r 2 + y 2 = * (a： - »)，此时我们得到 

x = a 2 t(i 2 + o 2 )/(t 4 + a 4 ), y = o 2 t(t 2 -o 2 )/(« 4 + o 4 ).] 


(16) 如果 》(")* = * ，那么 J = ilog{(x-y) 2 -l}. 

(1 7) 如果 (^+^ = 20 (P-A , 那么 = (^)- 


142. 一般的积分 j R ( x jV ) dx , 其中 y 2 = o» a + 26® + c 

依照第 137 节中的方式,与特殊的圆锥曲线 y 2 =ax 3 + 26x + r 相伴的最一般 
的积分是 

jii(*,v^)dx, . (1) 


其中； f = y 2 =似 2 + 2to + c. 我们假设丑是一个实函数. 

积分的被积函数形如 P/Q, 其中 P 和 Q 是关于 or 和 v/ 无的多 项式. 因而其 
被积函数可以化为形式 


(A + BVx){c-Dy/x) 


其中涔 S,.. 都是 rt 的有理函数.这里出现的唯一的新问题是形如的一个 
函数的积分，或者换一个同样的说法，是一个形如 G/VX 的函数的积分,其中 G 是 
x 的一个有理函数.积分 





⑴首先可能出现形如 











其中 y 2 = aa: 2 + 2bx + c. 


(5) 用代换 y = y/(ax^ + 2bx + c)/ (x-p ) 来证明 

I (x-p)y/(ax 2 + 2bx + c) = I vW-M)’ 

其中 A = ap 2 + 2 扣 + C ,A* = oc-f» 2 . [这种化简的方法是很精妙的,但与第142节中 
所阐述的方法相比不够直截了当 .j 

(6) 证明： 积分 

I Xy/(3xC 2a:+ 1) 

可以通过代换 x = (l + y 2 )/(3-y 2 ) 有理化. (Math. THp. 1911) 

⑺计算 

f (x + l)dx 

J ( x 2 + 4) v ^T9)' 

⑻计算 

1 (5x 2 + 12a: + 8) y/(5x 2 + 2x-7)' 

[应用第 142 节中的方法. /i 和^所满足的方程是+芡+ 2 = 0,所以 
p = -2, «/ = -1, 适用的代换是 x = -(2 t + l )/( t + l ). 此代换将该积分化为 

-f _ 也 ■■ [ _ 他… 

J (4« 2 + 1) y/{9t 2 - 4) J (4t 2 + 1) y/(9t 2 - 4) 


这些积分中的 第一个可 以用代换 i/V(9^_4) = «进行有理化,而第二个积分则可 
以用代换进行有理化 .1 
⑼计算 


f _ (x + l)clr _ [ _ (x-l)da: 

J (2® 2 -2x + l) V(3® 2 -2x + iy J (2x 2 -6x + 5) ^(7* 2 - 22x +19)' 

( Math . Trip . 1911) 

(10) ffi 明：积分 (*,y)dx( 其中 V 2 = ax 2 + 2 bx + e ) 可以用代换 i = (*-p)/ 

{y + q ) 进行有理化,这里 (p, 的是圆锥曲线 y 2 = ox 2 + 2fe* + c 上任意一点.[当然， 
这个积分也可以用代换 * = (x- P )/(y- 9 ) 有 理化： 参见第137节 . 1 
143. 超越函数 
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(2) Jtanxdar = - log|coex|, |cotardx = log|sinx|, | sec 2 xdx = tan*. 

I co8ec 2 xda： = — cot®, Jtanarsecardx = sec®, J" cotxcosecxdr = — cosecx. 

1 这些积分包含在一般的形式之中，但是不需要用代换，因为这些结果可以立即 
从第120节以及从第133节中的等式⑻推导出来 . 1 

(3) 证明：1/ (a + bcoea:) (其中 a + b 是正数）的积分根据 a 2 > P 或者 a 2 < 6 2 
可以表示成下列形式之一 




这里 * = tani®. 如果 a 2 = 6 2 ,则此积分化为 sec 2 ^ 或者 cosec 2 ix 的积分的常 
数倍，它的值可以立即写出.当 a + 6 为负数时，推导出该积分的形式. 

⑷证明 ：如果 y 是通过方程 


(a + bcosx)(a - bcoey) = a 2 -b 2 

由 z 来定义的，其中 a 是正数，且 a 2 > 6 2 ,那么当: c 从0变到 ;t 时, y 的一个值也 
从0变到又证明 

8 j na ； _ \Z(a 2 _ fc 2 ) sin y sinz dj _ siny 

a - bcoey ' a + bcosxdy ~ a — bcosy' 

并推 导出： 如果 Ocrcn, 那么 


f dx 1 /ocosx + 6\ 

Ja + 6co 8 x = 754-62 ) arccos U+-6co6x > |- 
证明这一结果与第 （3) 题中的结果相一致. 

(5) 指出如何计算 l/(a + 6cosx + csinx) 的积分•[将 6cosz + csinx 表示成 
^(b 2 + c 2 )cos(® - a) 的形式 .j 

⑹计算 (a-t-bcoax + csinx)/(a + /3coex + 7anx) 的积分.陶定 A，/i，i/， 使 
有 


a + dcoex + cainx = A + /t(a +/ScoBx + jmnx) + i/(-/9^nx + ycosx). 
那么该积分就是 


^ + ,log|a + ^, + 7 ^| + A|- T ^ ;; _ 5 _. 




⑺求1/ (oco6 2 x + 26cosxsma: + c8in 2 i) 的积分.[被积函数可以表不成 
l/(i4 + Bcos2a: + C8in2x) 的形式，其中 乂 = |(o + c), B = -(a- c), C = b; 
但是该积分可以更简单地用代换 tanx = t 加以 计算. 此时我们得到 


丨 set^xdx 丨 dt , 

J a + 26tanx + ctan 2 * J a+ 2bt + ct 2 ' 
147. 包含 arcsin *, arctan x 以及 logx 的积分 


反正弦、反正切以及对数函数的积分都可以很容易地用分部积分法来 计算例 


arcsin xdx = x arcsin x 


nx-| 八(: 匕巧 =*arcsinx+ y/il-x 2 ), 
J arctan ®dx = *arctan®-| = xarctanx - ^ log (l + x 2 ), 
Jlogxdx = xlog® - |dx = s(logs - 1). 


一 般地. 如果能计算 / Or) 的积分，我们就能计算 /(z) 的反函数 0(4 的积分；因 
为代换!/= / Or) 给出 


|0(y)dy = |x/ , (x) d® = x/(x) - 1 / (*) d®. 
|p(x, arcsin x) dx, |p(s,log®)dx 


的积分总是可以计算的,其中 P 是一个多项式.例如在第一种情形，我们必须要计 
算若干个形如 Jx ro (arcsinx) n dx 的积分.作代换 a： = siny, 我们得到 
|y»8in m ycosj/dy. 它可以用第145节中的方法求得.在第二种情形，我们必须 
要计算若干个形如 ^(logx) n dx 的积分.分部积分就得到 


重复这种方法我们就能完成计算. 










于是.曲线的纵坐标是面积的导教，而面积則是纵坐标的积分. 

这样我们就能来总结确定面积 ONPP 0 的法则.计算办 (*), 它是多⑷的积分 • 

这包含一^任意常教，我们假设该常数这样来选取：它使得伞 (0) = 0. 那么所要求 

的面积就是伞 (JC). 

如果 NxNPPx 就是所要求的面积，我们应该来确定常数，使之满足 *(*0 = 0, iSM x, 

是 R 的横坐标.如果曲线 位于： r 轴的下方， M*(x) 将取负值，面积将是 #(x) 的绝对值. 

149. 平面曲线的长度 

长度 (length) 的概念也需要非常仔细的分析，它要比面积这一概念的分析更为 

困难.事实上,与关于面积所做过的对应的假设相同，假设忾尸(图 41) 有确定的长 

度（可以用 5(*) 来记它）对我们的目的来说还是不 够的. 我们甚至不能证明 5(*) 

是连续的,也就是说,不能证明 lim{5(n- 5(P)} = 0. 这在更大的图形中看起来 
是足够显然的，但是在所画出来的更小的图形中却并不那么明显.的确，如果没有 
对曲线长度的含义作仔细分析的话,就不可能在任何严格性之下进一步研究下去. 

然而容易看出公式应有的形式.假设该曲线有切线,且切线的方向是连续变化 
的,所以〆是连续的.这样一来,假设该曲线有长度就导出等式 


S(x + h)-S(x) 


其中{/»户}是以 PP' 为弦的弧.现在有 


PP' = ^(PR 2 + RP 12 ) = h 


V( i+ ^)' 


fc = ^(x + /i)-^(*) = ^(0. 
其中 f 位于 **；c + A 之间.于是 


lim(PJ^A) = Um ^{l + [^m 2 } = / {l + [《 ⑻】 2 }. 
如果我们还假设 

\im{PP , }/PP , = l. 


= /{l + [綱 2 }， 


S(x)=^{l + [<l/(x)] 2 }dx. 



















第 6 幸导數和积分 劝1 


所给出的诸曲线所围成的面积. 

(11) 求曲线X 3 + y 3 = 3 axy 的一圈所围的面积.[置 y = to ， 我们得到 a： = 
3 at / (1 + « 3 ), y = 3 aty (1 +户).当 * 从0变到 oo 时，它描画出这个圈一遍.又有 

H W 

当* — oo 时它趋向零.于是这个圈所围成的面积是 ga 2 . 1 

(12) 求曲线/ +沪= 50XV 2 —圈所围的面积. 

(13) 曲线 

x = acost+ b8in< + c, y = a'cosf + 6’sint + c 7 
所围成的面积是 n { oi /- a ! b ), 其中 ah' -a'6 > 0. (Math. THp. 1927) 

(14) 证明 ：曲线 a： = asm2t, y = asint —圈所围的面积是沒 a 2 . 

(Math. THp. 1908) 


•二::;：: V : v : •: 〜…’ : X *:二::，:二 T :: 二 







线 OP,OQ 之间所包围的面积. (Math. Trip. 1934) 

(18) 极坐标. 证明： 由曲线 r = / (0)( 这里的单值函数）以及射线 
0 = 0^9 = 02 所包围的面积是 F(0 2 ) -FiOx), 其中 F(0) = \\r 2 d0. 而对应的曲 
线弧的长度为$ (办） - $ 的), 其中 

^ (<，) = 1 >|{^ + ( 1 ) 

例如，确定⑴圆 r = 2asin 0的面积和 周长; ⑻抛物线 r = i/sec 2 与它的 
正焦弦 (latus rectum) 之间所包围的面积，以及该抛物线对应部分的 弧长； （Ui) 蚶 
线 (limason)r = o + 6coe0 所围成的面积，分 a > 6，a = 6以及 a<b 这几种情形加 
以讨论；以及 （iv) 楠圆 1/r 2 = acoe i 0 + 2hco»0smd + 6sm a 9 与 ^ = l + ecos 沒所 
截的面积.[在最后这种情形，我们得到积分 J (1 + 二彳 ,它可以借助于代换 
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8. 如果 W (仏 z ，《) = 〆〆 u ' ,擻号表示对 a : 求导，那么 

I ^ ^ « W I 

9. 如果 

ax 2 + 2hxy + fty 2 + 2gx + 2fy + c = 0, 





足， 或考被 y = 2 小 满足,其中 yi 是 y 的导数，而 V* 是# 的反函数. 

12. 验证： 微分方程 y = (这里的记号与第11题中的记』 

意义相同）被 y = c4 ， (x/c) 或者 y = 0X 所满足，其中/?=於⑷/«，而 a 是方程 


的任何一个根 ■ 

13•如果似+ 6» + C = 0,那么1/2 = 0( 下标表示关于 z 求导的次数 ®) 我们可 
以将此结论表 述成： 所有直线的一般的微分方程是 j/ 2 = 0. 求以下曲线的一般的微 
分方程：⑴所有中心在: r 轴上 的圆； （ii) 所有以 x 轴作为其对称轴的抛 物线； （iii) 


锥曲线. 

【方程是 （i)l + y? + W3 = 0; (ii)y? + 嫩 = 0; (iiijys = 0; (iv)(l + y\) y 3 = 

(v)5y§ = 3 卿 4 ; (vi)9yiy 5 - 45 卿 31/4 + 40y| = 0. 在每一种情形，我们都只需要写 
出所讨论的曲线的一般方程，并求导直到有足够的方程能将所有的任意常数消去为 
止 •] 

14. 证明： 所有抛物线以及所有圆锥曲线的一般的微分方程分别是 


坊㈣=0, 切㈣ =0. 


如果该圆锥曲线是抛曲线，則有 I 
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(ui)Qfl = 4a;(iv) 在点 Q 以及只处的切线交成直角，且在圆 x 2 + y 2 = a 2 上 相交; 
(v) 在 P ， Q 以及 R 点的法线 共点， 且在圆^ + ^ = 90 2 上 相交； （vi) 该曲线的方 
程是 

(x 2 + y 2 + 12a® + 9a 2 ) 2 = 4o(2x + 3o) 3 . 

概略描绘出该曲线的形状. 

23. 证 明：第 22题中定义了该曲线的方程可以用 《/a = 2 u + u~^ V /a = 2«~ 1 + 
« 2 来代替,其中《 = * + #， */ = :»: -vi， U = Ciat. 证明 ：在由 u 所定义的点处的切 
线和法线是 

« 2 4 -uri = a ( u 3 - 1), u 2 ^ + ui7 = 3o(u 3 + l), 

并推导出第22埋中的性质 (u)-(v). 

24. 证明：？ + 4押 3 -4 93； -1 = 0有相等的根的条件可以表示成(| ) + 9 0- 

(p-?)* = 1 的形式 • ( Math . Trip . 1898) 

25. 三次方程 /(x) = 0的根按照大小增加的次序排列是 a,^,7- 证明： 如果 
(a,/J) 和 00,7) 中的每一个区间都被分成6个相等的子区间，那么 f '{ x ) = 0的一 
个根就会落在位于的每一边从/?算起的第四个子区间中.当 / , (x)=0 有一个 
根落在一个分点处这两种情形时，该三次多项式应有何种特性？ 

{ Math . Trip . 1907) 

2e •如果於㈣是一个多项式，而 A 是一个实数，那么，在炎㈤= 0的任何一 
对根之间有 

^(*) + 从(*) = 0 
的一个根.[如同在例 XLI 第 （10) 题中那样讨论 .j 

27. 如果 a 和办是0 = 0的两个相邻的根，那么必 ' + ；^ = 0的介于 a 和卢之 
间的根的个数（每个根均按照重数计算它的个数）是奇数. 

如果0 = 0的根全是实数，那么# + A0 = 0的根也全是 实数; 又如果前一个 
方程的根全是单根,则后者的根也全是单根. ( Math . THp . 1933) 

28. 由第27題 导出： 

(基 ) 卜 2 - 1 广 

在一1与1之间有 n 个实的单根. ( Math . Trip . 1933) 

29. 研究/⑻的极大值与极小值，以及/⑻= 0的实根，这里/⑷是诸函数 

*-sinx-tana(l -cosa:), x - sin® - (a - sina) - tan (cosa - cos«) 

中的一个，而 a 是 0 与 n 之间的一个角度. 证明： 在第一种情形，有重根的条件是 
tana-a 必须是 n 的一个 倍数. 




30. 证明： 通过选取比值 A : M， 可以使得 M 似 2 + bx + c)+n (a'x 2 + 6'® + d) = 
0 的根是实的，且有任意大小的差,除非这两个二次式的根全都是实数，且交织在一 
起; 在此例外情形，该方程的根总是实的,但它们的差的大小有一个下限- 

(Math. Trip. 1895) 

[考虑函数 



的图的 形状： 参见例 XLVI 第 （13) 题以及其后 各题] 
31. 证明： 当0<*<1时有 


+ z — 1) (x-l) a (z + l) 3 


所给出的函数 y 的图的一般形 状. (Math. THp. 1908) 

34. 将一张纸折起来,使得它的一个角刚好碰到 对边. 指出应如何折纸以使得 
折痕有 ft 大的长度. 

3 5 •椭圆 (x 2 /a 2 ) + (y 2 /^) = 1可以被一个同心圆切下来的最大锐角是 
arctan{(a 2 -6 a ) /2a6}. (Math. THp. 1900) 

36. 在一个三角形中，面积 d 与半周长《是固 定的. 证明：一条边的任意一个 
极大值或者极小值都是方程《- a)x 2 + 4A 2 =0 的一 个根. 讨论此方程的根的实 
性，以及它们是否与极大值或者极小值相对应 • 

[等式 a + 6 + c = 2s,s(s-o)(s-6)(*-c) = A 3 决定了 a 和 是 c 的函数 • 
关于 c 求导，并假设 da/dc = 0. 即可求得 b = c, 3 -b = a,c= ~a , 由此我们推出 
s ( o -«) o 2 + 4^ 2 = 0. 

如果〆 > 274 2 ,则这个方程有三个实根，而如果〆 < 274 2 ,則这个方程有一 

个实根.在一个等边三角形（等边三角形是对给定面积有最小周长的三角形）中有 

s 4 = 27A 2 ; 从而不可能有 s 4 < 274 2 .于是关于 a 的方程有三个实裉,而且,由于 

它们的和是正的，且乘积是负的,故而有两个根是正的,而第三个根是 负的. 在两个 

正根中，有一个与极大值对应，而另一个与极小值对应 . 1 















f 考虑用 /(x),^(x),^(x) 来代替该行列式的第三行的各个元素所得到的函数 • 
当必⑷= :c 且妒 (:c) = 1时，这个定理就化为中值定理（第126节) • 】 

43. 从第42题推导出第128节中的 定理. [取岭⑷= ：r. 】 

44. 如果必⑷和岭⑻满足第I 28 节中的条件，且#㈤从不取值为零，那么， 
对于中的某个值 S 有 


<no 


(Math. IHp.1928) 

[对{少㈤ - 冷⑷ H 岭 ⑻-必㈤}应用 仙 Ue 定理] 

45. 如果沴⑻在 a < a: < 6中连续，^⑻存在，且对 a < x <b^ <f/'(x) >0, 

那厶 <!>{x) - <f>(a) 

tEa<x<b 中递增且是严格 增加. (Math. THp. 1933) 

46. 函数 /(a；) 和 5(s) 在 0 < a: < a 中连续，且在 0 < a： < a 中 可导； /(0)= 
0， fl (0) =0; 且 /'(or) 和 ^(x) 是正的•证明 

⑴如果尸 (z) 与： c —起增加，那么/ (a:) /s 也与 a： —起增加， 

(ii) 如果/'㈤/〆 ⑷与 a: —起增加，那么 /(*)/ S ⑻也与 z —起增加. 

证明： 函数 


在区间0 < s < 中 递增. (Math. Trip. 1934) 

[参见 Hardy, Littlewood 以及 P61ya 所著 Inequalities 一书第 106 页 •] 

47. 函数 /(r) 在: c = $有微分系数 nO- 证明：如果九和灸同时取正的值 
以任何方式趋向零，那么 

^(fr.*) = — — rrr - 1 ^ 


趋向零. 

并 证明： 如果 f'(x) 在一个包含《的区间中是连续的，那么我们就能删去“正 
的” 这个词，而仅仅假设 h+k^0. 

最后，考虑函数 

/(0) = 0，/(*) = 1/[去](…)， 

由此来证明，在一般情形下我们不可能取消这—限制 • 


{Math. THp. 1923) 











. 用代换 u^x + 1 + x- 1 计算积分 
I - x- 1 da: 

J ar + l-y/^^+ * + !)>' 


f da; 1.3 … (2n - 1) f 1- y^(l - g 3 ) 

J ® 2 "+V(l_s 2 ) = 2-4- -2n [° g x 


f da 2-4".2i 

J » 2 "+V(l-® 3 ) = _ 3-5 - (2n- 


■rin_ 




n 是一个正整数. (Math. THp. 1931) 

55. 简化公式.⑴证明 

2(n-l)( g 々 )J (x2 + 二？ 

= ( ^3^ +(2 "- 3) 1 二 ■ ;严 

[4ar + ip = «,g-ip 3 = A, 那么我们得到 

f dt 1 f d< _ 1 f t 2 dt 

J (t 2 + A)" = A J ( t 2 + A) n_i ~ A J (t 2 + A)" 

再用分部积分法即得结论- 

这样的一个公式称为一个简化公式 (formula of reduction) •当 n 是正整数时， 
此公式最为有用.这时我们可以用 J (ia 二) “ 棘示 f (心二广 从 
而可以依次对每个 n 的值计算这个积分 .j 

⑼ 证明：如果、 = |®* , (l + *) , dx, 那么 



并对 J P , 9 来得到一个用 /p-1.^1 表示的类似的公式.又用代换 a： = - y /(l + y ) 证 



(叫如果么 

(2n -2)ti„-(2n-3) «„_i =x(x i + 



(V) 如果 /„ = J x n C0B/3xdx, J„ = J x n anpxdx, 那么 
01n = x" sin 办 -nJ„_i, pj n = -x n coe/3a 
(vi) 如果 /„ = J cos" xdx, 而 •/„ = J" 8in n xdz, 那么 



这将导出第一个简化公式.丨 

㈣将= JshPxsinnxdc 与 / m _ 2> „ 用公式连接起来. 





I (lx + my + n)(hx + 


b^TT) =alos ^ + ^ 


其中 PT ， PT ' 是从圆锥曲线上坐标为 a: 和 y 的点 P 向位于弦 i:r + mj/ + n = 0的 
端点处的切线所作的垂线，而《，/3是 常数. ( Math . Trip . 1902) 

62. 证明： 

r_a^+2te + c 

J (Aafl + 2Bx + CY 

是 x 的一个有理函数，当且仅当 AC - B 2 ^ aC + cA -2 bB 中有一个为零①. 

63. 证明： 


J (l-ecoe *) 2 * 

是 cos* 和 8 inx 的一个有理函数，当且仅当 ac + 7 = 0; 并在此条件满足时计算这 
个积分. （Mott. 7H；). 1910) 




第 7 章微分学和积分学中另外一些定理 

150. 更离阶的中值定理 

在第126节中我们曾经证 明了： 如果/⑻在 c» < * < 中连续，且在 a < z < 6 
中有导数， 那么 

f(b)-/(a) = (b-a)f , (() 1 

其中或者说有 

/(a + /i)-/(o) = /»/ , (a + M), (1) 

其中0 < 心< 1. 

现在对/⑷进一步加以限制.假设/'⑷在 a < * < 6中连续，且/"⑻在 
a<x<b 中存在.考虑函数 

/ ⑻ - / ⑻ - (6 - *) /，⑷ - (^f) 2 {/(6) -f(a)-(b-a)r(a)}. 

此函数当 re = a 以及 a: = 6时变为零,且它的导数是 

{/(«»)-/(«) ~(b-a)f r (a) - ^ (6 - a ) 2 /" (ar)} ; 

这个导数必定在 a 和6之间的某个: c 的值变为零.这样就存在介于 a 和&之间的 
某个: c 的值 €( 于是它可以表示成 a + 0 2 (b-a), 其中0 < 办< 1>,使得有 

/(fr) = /(o) + (6-o)/ / (o) + ! (6 - a) V ⑷. 

如果置 6 = a + /i, 就得到等式 

/(o + A) = /(a) + fc/ / (a) + (。+ 劬)， （2) 

这是我们所称的二阶中值定理 (the metai value theorem of the second order) 的标准 
形式. 

我们已经对于 fix) 假设了在第126节中对于 <P{x) 所假设的条件，也就是说 
在闭区间中的连续性以及在开区间 (a,b) 中的可导性.我们附带还假设了 /' ⑷和 
f{b) 的存在性,这样一个假设涉及: c 在 (o,6) 以外（即在 a 的左边以及&的右边） 
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时/⑷的值.在应用中有可能发生 /(*) 在 (a,6) 以外没有定义的情况.例如，此 
时我们必须把尸⑷理解成仅仅对位于 (a,6) 中的 a: 的值有定义，也就是说 

这个约定与我们在第99节末尾关于连续性所作的约定是相互平行的. 

对于更高阶的导数，下一个定理中给出了同样的观点. 

由⑴和 （2) 所给出的相似性引导我们总结出下面的定理. 

•ftylor 中值定理或者一般性的中值定理.如果 (: r) 在 a < a: < &中连续， 
且 /(") (*) 在 a < z < 6中存在，那么 

/W=/(o) + (6-a)/ / (o) + («) + •• 



其中 a < f < 6;而如果6 = a + /i, 那么 

f(a + h)=f(a) + hr(a) + ^h 2 r (a) + • • • 



其中 O<0„<1. 

的连续性自然包含了 /(x),r(x),..,/("- 2 )(x) 的连续性 • 
其证明与 n = 1以及 n = 2的特殊情形采用同样的路线.我们考虑函数 

Fn(：C) -( ㈢ "⑷， 


其中 


Fn{x) = /(6)-/(x)-(&-x)/ # ( a? ) -⑻. 

这个函数在 x = a&.Rx = b 时变为零;它的导数是 



故必有 a: 的某个介于 a 和6之间的值，使得此导数在该点处等于零.这就立即得 
出欲证之结论 • 

例 LV 
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⑴假设/⑷是一个 r 次多项 式那么 /⑻⑻当 n > r 时恒等于零,于是该 
定理引导到代数恒等式 

(2) 将定理应用于/ Or) = l/a：， 并假设: r 和: r + A 都是正数，就得到结果 


1 1 h h 2 


, (-1 广 1 V*-、 (-1)、二 


，丄十 1 1 h . h 2 . (- 1)"- 1 *- 1 . (-l) n /l n 

【由于 m = + ^~ + ^ThY 

我们可以通过证明 * n (a: + /») 可表成(: r + 0 n h) n+l 的形式,或者通过证明# (a; + fc) 
在 ;c n+1 与 (* + A») n+1 之间来验证此结果 • 1 
(3) 导出公式 


am(x + fc)=8inx + /»co6x- ^j-sin*- |j-cosz+ - 

+ (一 1 广 1 ^5^ 1+ (― 1 )" , 

并对 cos(x + h) 得出对应的公式,并得出包含；》的幂直至的类似的公式. 
(4) 证明： 如果 m 是一个正整数，而 n 是一个不大于 m 的正整数，那么 


h/.) m =*"»+( T ) ，- 1 九 + …+ ( 二 i ) x m ~ n + l h n ~ l 
+ (:) (x + 9 n h) m - n h n . 


又证明：如果区间 (*,* + /») 不包含 x = 0,则此公式对 m 的所有有理数值以及对 
于 n 的所有正整数值都成立.并 证明： 即使: rcOcr + ft 或者 rc + ZiCtXa;, 如 
果 m _ «是正数，则该公式依然成立 • 

(5) 如果 / (z) = 1/ar 且 z < 0 < a; + 则公式 f (x + h) = f (x) + hf , (x + 9xh) 
不成立. 

[因为 / (a: + fc) - / (*) > 0, 且7»尸 (a; + 0ih) = -h/(x + Oih) 2 < 0; 显然使中值 
定理成立的条件并不满足 .1 

⑹如果 z = -a,h = 2a, f (x) =*», 那么等式 


/ (sc + fc) = / (x) + hf (x + i h) 




对& = I 土 是满足的.{这个例子表明，该定理的结果即使当使得定理成立的 

条件不满足时也有可能成立 •] 

(7) 逼近方程的根的 Newton 法•设《是代数方程 f{x) = 0 的 一个根 的近似 
值,实际的根是《 + /».那么 

o=/(e+fc)=/(o+v / (o+ l^r^+e 2 h), 



只要广⑹ # o , 

如果这个根是一个单根，且/ * 足够小,那么就存在一个正数尺，使得对我们所 
考虑的所有的的值都有|/'⑻ | > 故而这个根就是 

^ + h = ^-j^+0{h 3 )=^+0(h 2 ), 

这里最后一步是我们的假设.从而石是这个根的一个比《更好的近似值. 

我们可以重复这个方法，取6代替&这样就得到一列越来越好的近似值 
相应的误差为0 , o (/ i 8 )..... 

(8) 将这一程序应用到方程/ = 2,取 f = !作为第一个近似值.[我们求得 
$1 = J 5 = 1.417 …，虽然第一个近似值不精确，但6是一个相当好的近似值.如果 
现在再重复这一过程,就得到$ 2 = ^ = 1.414215 …，它的小数部分有5位数字 
是正确的 . 1 

⑼用这种方法考虑方程 X 2 - 1 - » = 0,其中 y 很小，证明 
V^+y) = i + ^y- T ^^+o(y 4 ). 

(10) 证明：第⑺题中方程的根是 

(其中每个函数的自变 量都是 0. 

(11) 方程 sinz =⑽(其中 a 很小）有一个几乎与 jt 相等的根.证明 ： （1 - a) jt 
是一个更好的近似值，而 （1 -a + a 2 ) n 则是一个还要更好的近似值•[第 7〜10通 
的方法与/⑻= 0是否是代数方程并无关系，只要 /' 和/〃连续且尸⑹# 0 即 
可朗 •] 
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( 12 ) 证明 ：如果 是连续的,那么，当 A — 0 时，在一般的中值定理中 
出现的数0„ 的极限是 l/(n + l ). 

[因为 /( a : + / 0 与 

f( x ) + ... + ^f(n) (x + 0nh)) 

/ ㈤ +…+ $/(")(*)+(* + 

中的每一个都相等，其中 0 „ + 1 以及^都位于 0 和 1 之间.于是 
/<-)(： ■:+认 =/(-) W + hfln *'^ x + \ ^ lh) . 

但是，如果对函数/(">(®)应用原来的中值定理，并用 1 / 1 代替/»，我们得到 

产 )(* + 认 =/㈨ ⑻ + w (n+1) (* + 0O n h), 

其中也位于 0 和 1 之间.从而 

9 n f (n+1 Hx+oe n h) = /( " +1 士 : /" +1 

由于/("+ 1 )( 3 ；+ 紙^和 f^)(x+e n+1 h) 当 h — 0 时趋向相同的极限，故而由 

此即得出结果 . 1 

151. Taylor 定理的另一形式 

Taylor 定理还有另外一种形式，在这种形式下,我们假设的条件要少于第 150 
节中定理的条件. 

假设/⑷在 z = a 有 n 阶导数 / 7 ( a ), •••,/(») ( o ). 在任何一点 /M (*) 的存 
在性包含了 f^Hx) 在含有该点的某个区间中的存在性以及它在该点的连 续性； 
所以,在包含 : c = a 的一个区间中前《 - 2 阶导数都是连续的，且第 n - 1 阶导数 
在 :r = a 也是连 续的. 但是我们甚至不能假设在除了 x = a 以外的任意一点 n 阶 
导数存在. 

首先假设记 

凡 ㈨ =/ (a + / I ) - / ⑷ -hf、a、 -⑷. 

那么凡 ( A ) 和它的前 n - 1 阶导数对 h = 0 变为零，而 ( 0 ) = /⑻ ( a ). 于是， 
如果我们记 n 

G(h) = F n (h)-^ {/ <»>(a) -i}. 



其中 <5 是正数,那么就有 

(3(0) = 0, G^0) = 0, •••, G< n - 1 >(0) = 0, G<") ⑼ = «>0. 

由最后两个等式以及第122节定理 A 推出： G("-D ㈨在 h = 0是增加的，且对子 
小的正数 ft 取正的值. 

其次, G("_ 2 ) ⑼= 0,且对于小的正数/»有⑻ > 0;这样一来，根据第 
122节的推论1，对于小的正数 /* 就有 G ^ 2 Hh )> 0.® 重复这一讨论，我们相继得 
知 G( n _ 3 ) ⑹，⑻，…以及最后 G ㈨都是正的，也即对小的正数/»有 

类似地 ®， 可以 证明： 对小的正数九有 

凡拇 <^{> W (⑷+雜 

在这些不等式中，<5是一个任意的正数.由此推得，当7/和 A 取正数趋向零时有 

类似地,我们可以对取负数值的/»进行处理,并得到下面的定理. 

如果 /(z) 在 a； = a 有 n 阶导教，那么 

(1) f(a + h) = f(a) + hf r (a) + .- + /^ (a) + ^ {/ ㈨⑷ + ”}， 

其中 t? — 0(h-»0). 

我们也可以根据第98节的记号，将 （1) 写成 

(2) f(a + h ) = f ( a ) + hr ⑷ + …+ ⑷ + 0 (沪) • 

我们也应当能从第150节的定理推导出这个结果,不过仅需要假设 /( n > {x)t£.x = a 
有连续性. 

例 LVI 

(1) 证明： 如果当 — 0时 

ao + aix + ••• + OnX n + o(® n ) = bo + bix+ •■ + bnX n + o(ic n ), 

那么 ao = 6o»oi =bi,- -，On = K- 

[令 a： -> 0, 我们看到有 ao = 6o- 现在用: r 来除，再令: c — 0; 根据需要重复此 
过程. _ 

① 根据中值定理，这也 KfcS G("_ 2 ) (fc) = G<"- a > (/»> - G<”- a ) ⑼ = {Oh) > 0. 

② 在 G(fc) 的定义中改变 d 前面的符号. 





f(a + h) 的这个展开式称为 Taylor 级数.当 a = 0时，该公式化简为 

m = m + h /，( o ) +答广⑼ + …， 

称之为 Maclaurin 级数.函数込则称为 Lagrange 形式的余项. 

读者应该仔细 注意： f(x) 的所有导数的存在性这一假设是 Taylor 级数成立的充分条件. 
对的性状作直接的讨论十分重要 • 

⑴余弦级数和正弦级数.设 f(x) = sin : r . 那么 f(x) 对所有 z 的值有任意阶 
导数. 并对 rc 和 n 所有的值都有 \f^(x)\ < 1. 故在此情形有 |/ Z „| < #/吼当 
n — 00 时它趋向零（例 XXVII 第 （12) 题)，而不管 A 取什么样的值.由此推得，对 
* 和/^所有的值都有 


sia(x + h) =Biax + hco6x — — sinx — gj-cos® + ^j-sinajH - 

特别地，对 / i 所有的值都有 

. u u h 3 h 6 

类似地，我们可以证明 

cos (x + fc) = cos® — ft sins — cos a: + ^j-sinxH -， cosh = 1 - - 

(2) 二项级数.设 f(x) = ( l +*) m , 其中 m 是任何一个正的或者负的有理数. 

那么 

/ ㈨ (*) = m ( m - l ) … ( m-n + l)(l + ») m - n , 

而其 Maclaurin 级数（用 a : 代替取如下形式 


当 m 是正整数时，该级数只有有限项，我们就得到带正整数次幂的二项定理 
所对应的通常的公式.在一般情形有 


Rn = (M =0(1+ (?n*) m - n , 

为了证明当 m 不是正整数时， Maclaurin 级数实际上对任何范围内的 z 的值都表 
示 (l + x ) m , 我们必须 证明： 对于在这个范围内的 每个； c 的值都有 〜 — 0.如果 
-1< x <1, 亊实上这是成立的，而当0 < a : < 1时，这可以用上面给出的瓜的 
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(a) 假设/⑷和珍 ⑷在 ® = 0 可导，且/⑼=0⑼=0， ^(0)^0. 那么 
/ (») = a:/’ ⑼ + o(x), 4> (x) = x<j>' (0) + o (*), 


更一般地，如果函数/ (a:) 在； t = 0有导数，且每个函数的前 n - 1阶导数均为零, 
而 0(") (0) # 0,那么，根据第151节的定理就有 

/(*) = 笞 / (n> (o) + o(x n ), <t>(x) = 笞々 ) (o)+o(^) t 

所以有 

/⑻， /㈨ (0) 

m ^ n noy 

(b) 利用第128节中的定理常常会更好一些.如果/ (*) 与在⑻在0 < A 
中连续，且在0 < a： < /* 中可导,/⑼= 0,且少 (0) = 0,捧)笋0,又尸⑷和#㈤ 
对同一个: r 从不同时为零,那么 
对某个界于0和/»之间的之有 

« 鵠=綹 

现在假设当 a :取正值趋向零时有 

( 2 ) 縐 - 

那么就存在一个区间 （0，fc)， 在该区间内部 ^(x) 不为零 .® 由此根据第129节的定 
理推出，在0 < * < ib 中 #(:r) 有固定的 符号; 这样一来,根据第122节的推论2可 
知，在0 < z < A: 中多㈤有固定的符号.从而对每个小于 fc 的正数 ft, ⑴均为真， 
所以 

璣 

这就是说,只要下式中的第二个极限存在,就有 

⑶ A ^ i = J ^ oV ^- 

如果 “a: — +0” 代之以“: r — 一 0” 或者“: r — 0”，自然会有类似的定理成立； 
其论证可以在必要时重复刚才的方法即可.于是，对任何 n， 只要对0 < 1/ < n 有 

①因为不然的话， （2) 的左边 at 会对无穷多个根小的正数 * 没有 童义. 




当 a: —0 时的极限. 







(5) 求 xj^a^ + o 2 )-a;} 当; r 00时的极限.[令 a： = 1/v.] 

(6) 证明 

Um(x-n)co8ecx« = t^-, Jjm ^ {coeecxn - = 

其中 《 是任意的 整数； 并计算含有 cotxn 的对应的极限 ■ 

⑺求 、 

l(co6ecx-i-|), ^(cotx-i + |) 

当 a: — 0时的极限. 

⑻当： r — 0时有 


两条曲线说成是在一个点相交 (intersector cut), 如果该点在每一条曲线上•它 
们说成是在一个点相切 (touch), 如果这两条曲线在该点有同样的切线 • 

现在假设 /(*),^(x) 是两个函数，它们在! r = C 
y| fy=m 有任意阶的导数，并考虑曲线 y = /(x), y = m- 

y v=Ax) 一般来说， /(o 与以 o 并不 相等. 在此情形，横坐 

/ 标 a: =《不与这两条曲线的交点相对应.然而，如果 

/⑷= ^(0. 那么曲线在：V = /⑹= 0(0 相 
交.为了使曲线在这一点相切，必须而且只需在 a： =《 
H +h X 处的一阶导数广«)，少 «) 也有相等的值 • 

图42 在这种情形下，可以从不同的观点来看待曲线的 

相切.在图中，两条曲线在 P 相切，且 Q/2 等于 
泠« +的一/« +办),或者，由于 
多«) = /(0，^ , (0 = / / (0. 


其中0位于0和1之间.于是，当/» — 0时有 
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换言之，当曲线在横坐标为 S 的点相切时，它们在横坐标为 f + h 的点处的纵坐标 
之差至少是关于的二降小量 • 

显然， Qil 的小童的阶可以被取作为曲线相切的接近程度的一种 度量. 由此立 
即启发我们,如果/ 和必的 n - 1阶导数在 x = ^ 处有相等的值，那么 Qfl 就应该 
是 n 阶 小量; 读者应该没有困难来证明这一结论为真以及 

此祭 = 士{一) (€) 一广 )(0 }- 

这样一来,我们就引导出下面的定义. 

n 阶相切如果 /⑹=必(0，/ ; (0 = ^(0 .• -，/ {n) (0 = ^ {n >«), 但是 
/ (n+1) (0 ^ ^ (n+1) «), 那么曲线 y = f(x),y = <f>(x) 就称为在横坐标为《的点有 
n 阶相切. 

上面的讨论使得 n 阶相切的概念与坐标轴的选取有关，且当与曲线相切的切 
线与 y 轴平行时完全失去意义.我们可以通过将 y 取为自变量，而将: r 取为因变 
量来处理这种情形.不过，更好的方式是把 z 和 y 都看成是一个参数《的函数.在 
Fbwler 所著 The elementary differential geometry of plane curves 一书或者在 de la 
VaU4e Poussin 所著 Coura d'analyse —书第 6 版第 2 卷第 372 页以及其后诸页中 
有关于此理论的很好的介绍 • 

例 LIX 

(1) 设於⑷= ox + 6,所以 y = War〉 是一条 直线. 在 * =《相切的条件是 
/(0 = < + 6以及尸 (0 = a. 如果我们确定了 a 和6使得这些等式满足，就得到 
a =尸⑷，& = /(0-^/ # (0,而1/ = /⑻在： r C 处的切线方程是 

y^xr^+if^-a'un, 

也就是 j/-/(0 = (x-0/ ; (0- 参见例XXXIX第 ⑻題. 

(2) 直线与曲线简单相切这一事实就已完全决定了直线.为使得切线与曲线有 
二阶相切，我们必须有/"(0 =，(0,也即有/〃(0 = 0. 在一个点曲线的切线有 
二阶相切，则该点称为一个拐点 （point of inflexion). 

(3) 求函数 

3x 4 - 6x 3 +1, 2x/ (1 + x 2 ) , sinz, a cos 2 a:+ 6 sin 3 *, tanx, arctanz 
图形上的拐点. 

⑷证 明：圆 锥曲线 ox 2 + 2/ixj/ + fey 2 + 2碑 + 2fy + c = 0 不可能有拐点，除非 
它是退化的.丨这里 

ax + hy + g + {hx + by + f)yi = 0 


(aft - h a ) {o® 2 + 2hxy + by 2 + 2gx + 2fy} + af 2 - 2fgh + bg 2 = 0. 

但是这与圆锥曲线的方程不相容，除非 

af 2 - 2fgh + bg 2 = c{ab-h 2 ), 

这也就是 abc + 2fgh-af 2 -bg 2 -ch 2 = 0\ 而这正是该圆锥曲线退化成两条直线 


ax 2 — 


2te + c 
2/3x + n 


有一个或者三个拐点，这要根据 


的根是实数还是复数来决定. 

【通过改变原点（参见例 XLVI 第 （15) 题),该曲线方程可以化为如下形式 

M 2 +m+c ls Au-p)d- q y 

其中 p , g 是实数或者共轭复数.可以求得拐点存在的条件是4 2 - 3p9ffw (p+g)=0, 
而它有一个或者三个实根要根据 ( M ( p -9)} 2 是正数还是负数来决定,也即根据 P 
和是实数还是共轭复数来决定 •] 

(6) 证明： 当第 （5) 題中的曲线有三个拐点时，它们位于一条直线上.[方程 
e-^ + PQip + Q) = o 可以写成形式（《 -p)(C- g)tt+P+«) + (p-?) 2 € = o , 
所以拐点在直线€ + 4 (p - g) 2 g = 0上,也即在 



⑺求曲线 


{Math. Trip. 1936) 


54y = (x + 5) 2 (x 3 -10) 

的拐点，并画出曲线在 -6 < a: < -3 内的略图. 

[见例 XLVI 第 （10) 题] 

(8) 圆与曲线的相切，曲率 1 •圆 

(s - a) 3 + (y- 6) 2 = r 2 (1) 

在点（€，》?)与曲线 y = /⑷有二阶相切，如果当I = €时，以及的对于两条 
曲线都有同样的值. 

对⑴求导两次,并令0：=《，我们得到 

($ - a) 2 + (»? - bf = r 2 , ^-a) + {v-b)rn=0, 1+ »?? + (»?-= 0, 
其中 n , m ， m 指的是 /(0，/'(0，/ w (€)• 这些方程给出 

a=( _ML±^l t r = 

rn mm 


在点 ^ V ) 与曲线有二阶相切的圆称为曲率固 (circle of curvature), 称它的半径 



(10) 求圆锥 曲线! / 2 = 4ox, (x/a) 2 + (y/b) 2 = 1在任意一点处的曲率中心和曲 


率半径. 

(11) 证明： 一般来说,可以画出与曲线 y = /(a：) 在给定点 P 有四阶相切的圆 
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这个表达式必定与 

y = |/W +⑼® 3 + o(: 3 ) 

是相同的，所以有 a = r(0),h = /' 〃⑼/3/"⑼(例 LVI 第 （1) 思).但其中心位于 
直线 aa +岵= 0上 .] 

(13) 在点 (aco8a,68ina) 与椭圆 （ar/a) 2 + (y/6) 2 = 1有三阶相切的圆锥曲线 
的中心的轨迹是直径 x/(aco6a) = y/(bsin Q ). [因为该椭圆本身就是一条这样的 
圆锥曲线 .] 

156. 多元函数的微分法 

到目前为止,我们关心的无一例外的都是单独一个变童 rr 的函数，但是没有什 
么能阻止我们把求导的概念应用到多个变童 x,y r .. 的函数中去. 

接下来假设 f{x,y) 是 两个* 实变量: c 和 y 的函数，且对问题中所讨论的所有 
的 a： 和 y 的值，极限 

1：^ f(x + h,y)-f(x,y) ，:— f (x,y + k) - f (x,y) 

n. h ，我 k 
都存在，这也就是说 /(w) 关于; r 有导数 df/dx, 也就是 D x f(x,y ), 且关 于！/ 
有导数 df/dy, 也就是 D v f(x,y). 通常把这些导数称为/的偏微分系数 （partial 
differential coefficient), 并记之为 



或者记为 

4 ㈣ ,/((*，》)， 

或者更简单地记为 r x ,f' y , 或记为 f t j y . 然而,读者切不要认为这些新的概念中含 
有任何本质上全新的 想法： “关于 rr 的偏导数”与通常的求导有完全同样的过程， 
在/中唯一的新东 西是： 第二个变量 v 与 z 无关 • 

我们的定义亊先要求 re 和 v 是相互独立的.如果 a： 和 y 是相关的，1/ 是； c 的 
一个函数炎⑷,而 

f(x,y) = f{x,<l>(x)} 

就是单独一个变童 a: 的函数 • 又如果 * = 於⑷,那么 /(*, y) 就是 t 的一 
个函数. 

例 LX 

①当考虑多元函败时会出现的新的要点只 B 研究两个变量的情形就足以加以_ 述. 我们把定理向三个 
或者更多个变《的推广视为当然成立的. 
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(5) 当尤 + y + Z = Z = ®y，Z = xyz 时求 X x , - -, ^ x,y,z 表示成 

的函数，并求出灯，…. 

丨在将上面最后一节的思想推广到任意多个变量的函数中去时，没有任何困难. 
但是读者必须仔细 记住： 多变童函数的偏导数这一概念只有在所有自变童的值被 
指定之后才是确定的.例如，如果《 = * + » + 々和 z 是自变量，那么％ = 1. 
但是如果我们把《看成是诸变量 n + 以及 z + + 的一个函数，所 

以《 =(， 从而％ = 0. J 
157. 二元函败微分法 

有一个关于一元函数的微分法的定理,一般称之为全微分系數定理 (theorem of 
the total differential coefficient), 它是一个很重要的结论,且依赖于上一节中对于二 
元函数所阐述的概念.此定理给我们提供了一个计算 /{_)>(«)} 关于 t 的导数 
的法则. 

首先 假设： f(x,y) 是两个变量: c 和 y 的一个函数，且 /i,/； 对于问埋中所讨 
论的所有变童的值都是两个变量的连续函数（第108节).现在 假设: r 和 j/ 的变化 
局限在位于曲线 

* = ^(0. » = ^(0 

上的点 (x,y), 其中炎 和矽是 * 的有连续的微分系数⑴的函数.那么 
/(*,y) 可以化为单独一^变童 f 的函数，比方说就是 F(t). 问题是确定 F'{t). 
假设当 t 从 < 变化到 f+ T 时,: r 和1/改 变到： r + f 和 y + r ,. 那么根据定义有 

^=Imi o i[/{^(t + r),V-(* + r)>-/{^(«)^(«)}] 

= | v v )} 

= lim | 7(g+g，y + *?)-/(g，y + »?) € + f(x,y+v)-f(x,y)ri^ 

但是,根据中值定理有 

tSi±^)-n^, + r l ) =f ,^ Hy+ti) 

其中0和妒中每一个数都位于0和1 之间. 当 r — 0时，有0以及从 
而有 C/t ―㈣冰 -妒 (*): 又有 


/i (* + 0lv + n) — K (*.»). f' v (*,y + ^)-»/i (x,y). 




dt = dt + ^dt' 

例 LXI 

⑴假设 2 

= _ = 点， 

所以 (x,y) 的轨迹在圆周 x 2 + y 2 = l±. 那么 

其中 a: 和 y 在执行求导之后令它们等于 （1 - t 2 ) / (1 +户）以及 2 */ (1 + * 2 ). 

在若干特殊情形下验证此公式是窗有教 益的. 例如，假设 /0«：，v)=* 2 + y 2 •那 

浐⑷= 2®〆 (t) + 2yr//(t) = 0, 

这是正确的，因为 F(t) = l. 

(2) 当 （a)a: = t"*，y = 1 - t"*， f(x,y) = x + y；(b)® = ocost, y = osint, 
/ (*，V) = X 2 + y 2 时，用同样的方法脸证定理. 

(3) 最重要的情形之一是 a: 自己就是 t. 此时我们得到 

D x f {*, V» (*)} = (x, y) + D v f (x, y) ^ (x), 

其中求导之后, y 被岭 (z) 所代替. 

正是这种情形导致了符号 df/9x, df/dy 的引入 因为在函数 D x f{x,^(x)} 
以及 D x f(x,y) 之中的无论哪一种情形，使用符号 dZ/dar 都会是很自然的，在其中 
的一种情形,在求导之前令 y 等于 V>(o0, 而在另一种情形,是在求导之后再这样做. 
例如，假设 y = 1 - 1 以及 / Or. y) = z + y. 那么 (A \- x ) = D x l = 0, 但是 


之间的区别通过第一个记为 df/dx, 而第二个则记为 df/dx 可以 
,在此情形该定理取如下形式 


(5) 如果 I 和 j/ 是 < 的函数，而7•和0则是 (x,y) 的极坐标，那么 
r^^ + yyO/r, O l =(x 1 /-yx , )/r t , 其中的撤号表示关于 f 求导. 

158. 二元函败微分法（续） 

我们已经假设了尨和/$在第108节的意义下是两个变量 a: 和 y 的连续函 
数.仅仅假设他们对所有的 : r 和 y 都存在是不够的. 

亊实上,仅仅从尨和&的存在性推不出什么结论来,甚至都推不出/是连续 
的.例如,考进在第108节作为例子用到的一个函数，当： b / 0,y / 0时它定义为 

而当 ：r 和 y 中至少有一个为零时有/ = 0. 那么，在除了原点之外所有的点皆有 


/i (*,!/) = 




又有 


/: (0 , 0) = fe _W) =a 卜， 

类似地有 /i(0,0) = 0. 从而对所有 z， V , /i 和尺都 存在; 但是（如在第108节中看 
到的那样)/在原点不连续. 

当 a:#0， V /0 时定义为 


/(g.y)=-a^a^ + y), 

而当 z = 0或者 J/ = 0时定义为/ = 0的函数处处连续（包括原 点); 在原点处还有 

/i (0,0) = 4(0,0) = 0. 

现在假设 x = y = t. 那么就有尹⑷== 2t, 且沪⑼= 2；但是当 * = 0时有 



Sy = fix + 0Sx ) 5x , 

其中 y = /(x)- 现在假设 2 = f ( x , y ) 是两个独立变量: E，y 的函数，又： r 和 y 分别 
有增量 h，fc, 也即知，^;将 2 的对应的增量，也就是 

8z = f ( x + h t y + k )~ f ( x , y ) 

用 /i, fc 以及 * 关于: c 和 y 的导数来表示. 

设 /(* + «，y + *«) = F(t). 那么 

f(x + h,y + k )- f ( x , y ) = F ( l )- F {0) = F '( e ), 

其中0 < 0 < 1. 但根据第157节有 

^(0 = A/(* + W, V + fct) 



故而最后有 

Sz = f {x + h,y + k ) - f ( x t y ) = hf x (x + 0 h,y + Ok ) + kf^{x + Oh,y + 0 k ), 
这就是所求的公式.由于 /i 和尺都是 z 和 j/ 的连续函数，就有 
/i(x + 0 h,y + 0 k ) = f x ( x , y ) + e h , k , 
fy(x + 9 h,y + 0 k ) = fl (x, y) + ㈣， 

其中 e M 和当 h 和 k 趋向零时都趋 向零. 从而定理可以写成形式 




钿= 0或者知= 0的情况出现. 

如果任何一个形如= XSx+^Sy 的等式“近似地成立”，则有 A = /i，/* = /；. 

因为 

8z — f' x Sx - fySy = eSx + r)Sy, Sz — XSx - nSy = e , Sx + rf&y、 

其中 nK 当和知趋向零时全都趋 向零; 所以 

(A - S' x ) Sx + (n-f;) Sy = pSx + aSy, 

其中 p 和 a 趋向零.于是，如果 < 是任意一个指定的正数，就可以选取使得对 
細和知 的绝对值小于 a； 的所有的值，都有 

|(入 -/;) 6x+^-fl)Sy\<C(\Sx\ + \Sy\). 

取知= 0,即得 |(A - /i) 細 | < C |知|，也就是 - 方| < <，此式仅当 \ = f ' x 时才能 
对任意的 C 成立.类似地有# = /;. 

我们需要 证明： 如果 /( 和连续，则 （1) 成立,但是这个条件根本不是必要 
的.例如，假设必 (a： iy ) 是 ar 和 y 的任意一个连续函数，且 
z = f(x,y) = (x + y)<p(x,y). 



* = (0,0) + e} ® + {^ (0,0) + V) V, 

其中 e 和7?当 z 和 j/ 趋向零时也趋向零.这与 （1) 是等价的（对应于 x = y = 0). 
但我们并没有假设4 (or, y) 关于 a: 或者 y 可导, 且尨和 除了在原点外也不一定 



微. 在此情形和 /( 存在且等于4和尽但它们不—定连续.此假设是介于较 
弱的假设 “/i 和 /i 存在”与较强的假设 “/i 和 /( 连续”之间的中间假 设此定 
义有诸多好处,但是连续性的假设对于我们这里的目的来说一般是足 够了见 w_ 
H. Young 所著 «The fundamental theorems of the differential calculus", Cambridge 
Math. TVucta, No. 11 以及 de la VaU6e Poussin 所著 Court d ， emoij/se 第 6 版第 II 
卷第 III 章. 

160. 微分 

在微积分学的应用中，尤其是在几何应用中，最方便的往往并不是从形如159 
节中那样用函数 x，y，z 的增童 Sx，5y，Sz 来表示的等式 （1) 着手，而是从用称之为 
它们的微分 （differential) 的 dx,dy,dz 来表示的等式着手. 

让我们暂时回到单变量 z 的函数 y = /(z). 如果/可导，那么 

知 = {/' ⑻ +e}*c， （1) 

其中 £ 与缸一起趋向零.等式 

Sy = f(x)Sx (2) 


“近瓣’成立. 

到现在为止，我们并没有对单独的符号办给出它的含义.现在约定用等式 

dy = f , (x)Sx ⑶ 

来定义它.如果选取特殊的函数: r 作为 j/， 则得 

dx = Sx, ⑷ 


所以 


dy = f{x)dx. 


⑻ 


如果用 dx 来除⑻的两边，即得 

g = /'(:)， ⑹ 

其中 dy/dx 到现在为止并不表示2/的微分系数，而是表示微分 dy.dx 的商.这样 
-来，符号 dy/dx 有双重的 含义; 但其中并没有不方便之处，这是因为不论取哪一 * 
种含义，都有 （6) 成立. 








定义微 分如. 依次取 z = a : 以及名=仏就得到 


dx = & c ， 




⑻ 


所以 

dz = f^dx + f^dy, 

这是与159节中的近似等式 （1) 对应的精确等式. 

等式 （9) 的一个性质特别值得注意.在157节中我们 看到： 如果 
和2/不是独立变童，而是单独一个变量《的函数,所以 2 也是单变童 
样就有 

dz _ d/dx d/dy 
dt = ^df 

用 dt 来乘这个等式，并注意到 

d® =尝 dt, dy =尝 dt, dz =尝 dt ， 

我们就得到 

cb = /；dss + /^dy, 

它与 （9) 有同样的形式.于是，不论 I 和 y 是否是孩立变量，用 di 和 dy 来表示的 
dz 的公式都是完全一样的.这个注解在应用中有特别的重 要性' 

还应该注 意到： 如果 z 是两个独立变量: r 和 y 的函数，且有 
dz = Adr + tidy. 


⑼ 


« = /(*.»). ® 
t 的函数，这 


那么 A =尨 ， /i = /纟，这可以从159节立即推出. 

显然，上面三节中的定理和定义能立即延拓到任意多 个变量 的函数上去.微分 
的概念在技术上大有禆益,尤其是在几何方面. 

例 LXII 

(1) 一个椭圆的面积是 A a , 6是它的半轴•证明 


dA da 

T = T + 


(2) 将三角形 ABC 的面积厶表示成⑴〜丑^的函数, (ii)A,b,c 的函数，以及 
( iii ) a ,6, c 的函数，并建立公式 


①此结论在现代数学中称为一阶徽分的形式不变性.要注意的是，这个性质对于高阶微分一般不再成 

立. ——译雜 


其中 i? 是该三角形外接圆 (circum-drcle) 的半径 • 

(3) 一个三角形的边在变化时保持其面积不变，从而《可以看成为6和 c 的函 

数•证月 da _ cosB da _ cobC 

8b ~ ~ cobA ' dc— cos>4' 

[这可以由等式 

da = ^d6 + co8i4da + cosBd& + oosCdc = 0 

推出 .j 

(4) 如果 a,&,c 变化但保持尺不变，那么 

+ + = 0 , 

cosA cobB cobC 

mm 。 , 

da — co&A da _ co»A 
56 ~ ~ooeB' 5 c - cobC " 

[利用公式 a = 2RainA, - - 以及如下 亊实： 和 4 + B + C 是常数 .] 

(5) 如果 z 是 u 和”的函数，而《和V则是: c 和 y 的函数，那么 

_ dzdu dz dv dz dzdu dzdv 

dx~ dudx dvdx' dy~ dudy dvdy' 

[我们有 

如 = 砮 du+ | dV ， du = ^ dx + S dV，dt，= ^ dX + S dV - 

将 dt* 和 dv 代入第 一个等 式并将结果与 

< u = i d:c+ | dy 

加以比较 . 丨 

⑹如果 urcoeO = 1, tan® = V,且 ^(r,®) = G(u,v ), 那么 

rF r = -vG u , Fo^uvG^ + ^ + ^Gv. (Math. IHp.1932) 

⑺设 2 是: r 和 y 的函数，又设 X,Y,Z 由诸方程 



定义•那么名可以表示成 x 和 y 的函数.将 z x ,z v 用表示出来•[用 p，g 
以及 P,q 来记这些微分系数.则有 dz-pdx~qdy = 0 , 也就是 

(cip + cag - C3) dZ + (aip + a 2 q -a 3 )dX + (b\p + 629 - 63) dF = 0. 

将这个方程与 dZ- PdX-QdY = 0 比较就看出有 
p _ oip + oaq-03 
Cip + C2q-c 3 ' 
q _ bip + bjq- 63 . 
cip + c 2 q - c 3 ] 

⑻如果 

(°i* + ^iy + ciz)p+ (o2X + biy + C2z)q = a 3 x + bsy + c 3 z, 

那么 

(aiX + b{Y + c\Z)P-\- (ajX + b^Y + cjZ) Q = a^X + b^Y + c$Z. 

{Math. Trip. 1899) 

( 9 ) 隐函数的微分法■假设 f(x,y) 和它的导数 尨以及 #在点 （ a , 6) 的邻域 
内连续，且 

f(a,b)=0, fl,(a,b)jt0. 

那么就能找到 （a，6) 的一个邻域,在该邻域内 fl( x , y) 恒有同样的符号.例如，假设 

f'v^v) 在接近 （a, 6) 时是 正的. 那么，对: c 的充分靠近 a 的任意一个值，以及对于 

y 的充分靠近6的任何值, f(x,y) mmy 的在第95节的严格意义下的增函数.由 
此并根据第109节的定理 推出： 存在一个唯一的连续函数 y , 当 x = a 时它取值为 
6, 且对工 的所有充分靠近 a 的值都满足方程 f(x,y) = 0. 

如果 f(x,y) = 0,x=a + h,y = b + k, 那么 

0 = f(x,y)-f(a,b) = (/i+e)fc + (4+#fc, 

其中 s 和与/ 1 和 A： —起趋向零.从而 


这也就是 





(10) 曲线 f(x,y) = 0在点 (xo.yo) 的切线方程是 


(x-®o)/«(*o, »o) + (»-Jto)/i(*o,lto) = 0. 

(11) 在方程 y = f (x,u),z = 4>(x,u) 中消去 U 的结果可以表示成 2 = F(x,y). 



(12) 极大和极小.我们可以通过对第123节中的定义作显然的改变来定义两 
个变置的函数的极大值和极小值.显然，如果 (a, 6) 给出 f(x,y) 的一个极大值，则 
仏在 (a,b) 为零.类似地也有/纟在该点为零,从而 
/i = 0, /( = 0， 


或者说（与此等价） d/ = 0 

是取极大值或者极小值的必要条件.求充分条件的问题更为复杂，我们在这里不对 
它加以考虑. 

(13) 如果2/通过 g(x,y) = 0 定义为 ;r 的函数，且 /(x,y) 在一个点有一个极 
大值，那么（由于微分的公式不论其中的变量是否为独立变置都是一样的）在极大 
值处就有 d/ = 0,而对所有的有 d S = 0. 换句话说，只要 g' x dx + g'ydy = 0,就 
有 /idz + /idy = 0 ; 所以 



如果怂或者 < 取值为零，那么 （1) 就解释为对应的尨或者&取值为零. 
类似地，如果 z 由 g{x t y,z) = 0 定义，且 /(*，y,z) 有极大值，那么 

tkJUl 

名 9'y 

(对此有与上面相同的说明). 

(14) 如果 a,/?, 7是正数, 4，B，C 是三角形的角，而 BBiPC 是一个 
极大值,那么 


(Math. Trip. 1935) 

①原作者对于这个问雇中的几个简写符号未给出任何具体的解释或定义，因而容 S 使读者产生困 !«. 
实际上本雇中的几个简写符号应理解 如下： /i = /i («,fc), = f' (o,6), 而前面所用的一个符号 















长方形的总面积，而 S 则是图中粗线所包围的面积.在 
—般情形，》和也仍然都是由长方形所组成的面积， 
它们分别包含在我们试图定义面积的曲边区域的内部 
以及将此曲边区域包含在其内部 • 

现在要来 指出： S 中没有任何一个和能大于 
S 中任意一个和.设是与区间的一种细分所 
对应的和，而 s\S ' 是与区间的另外一种细分所 
对应的和.我们要来证明有 s^S'URs^S 



图44 


成立. 

将产生和式以及产生和式 (S ' 的所有分点放在一起作出区间的第三个 
细分.令 s, S 是与这第三种细分所对应的和式.那么容易看出有 


例如， 8 和 S 的差异在于至 


8 > 8 ', S < 5， S < 5’. (1) 

少存在一个区间夂， 它在 8 中出现，且被分成了若 


干个更小的区间 


+ + • • • + m VtP S Vl p 

所代替，其中 m^m^， …是/⑻在幻，心 2 ,…中的下界.但是显然有^ 


m v ,m„,2 ^ m u , 所以刚才所写的和式不小于 m v 6 v . 从而有 a; ⑴中其他的 

不等式可以用同样的方式建立.但由于由此即得 


s < 8 < S < 5’， 


此即所欲证者. 

还可推出有 j < J. 因为我们可以求得一个任意接近 J 的 s 以及一个任意接近 
■7 的 5®, 所以 j > «/就会蕴含存在—个《和—个5,使得 有,; > 孓 

到目前为止，我们还没有用到 /(*) 是连续的这一事实.现在要来证明有 _?• = «/， 
且当 分点知 无限加倍使得所有区间夂的长度都趋向零时，和 s，S 都趋向极限 •/. 
更确切地说，我们要来 证明： 給定任何正數 e， 都可以求得 A 使得只要对于的所 
有的值有夂< 就有 


0 $ J - « < e, 


O^S-J<e. 


①这里的《和 s —般来说并不对应于区间的同一个和分. 



根据第 107 节定理II可知,存在一个数 <5,使得只要每个夂都小于 <5,就有 


M v -m v < e/ (6 - a). 

从而 

5 - s = E (M v - mu)S v < e. 

但是 

S - 8 = (S - J) + (J - j) + (j - 8)； 

而右边所有这三项都是正的（或者是零)， 于是它们全都小于 e. 由于是一个 
常数,故而它必定 为零 . )AMj = J,RO^j-a<e,O^S-J<e, 恰如所需证者. 

将 N 1 NPP 1 的面积定义为 s 和 S 的共同极限，也就是 J. 容易对这个定义给 
出更加一般的形式.考虑和 

° = YJ 入、 

其 中厶记 /⑷在夂中任何一点处的值.则显然 <7位于《和5之间，故而当区间 
心趋向零时, <7趋向极限丄这样一来，我们就可以将面积定义为 a 的极限. 

162. 定积分 

现在假设 /(x) 是一个连续函数，从而曲线 y = /(*), 垂直线 x = a^x = b 
以及 a: 轴所界限的区域有一个确定的面积•在第6章第148节中曾经证明 了：如 
果 F(aO 是 / Or) 的“积分函数”，也即如果 

浐⑻= /(*)， ^(*)= J /(*) d ®, 

那么所求的面积就是 F(b)~ F(a). 

由于确定 F(x) 的形式并不总是切实可行的，所以有一个表示面积 NrNPPr 
但又不明显提及 F(x) 的公式是很方便的.记 


(所肪\)=£/(扣. 

此等式右边的表达式可以看成以两种方式中的随便—种方式给出的定义.也可以 
直接将它视为 F(b)~F(a) 的缩写，其中 F(x) 是 f(x) 的某个积分函数，而不管是 
否有一个实际的公式将它表示 出来； 或者也可以将它视为在第161节中直接定义 
的面积 N 1 NPP 1 的值. 

数 

J* f(x)dx 



称为一个定积分 (definite integral ); a 和6称为积分的下限和上限 (lower and upper 
limits ); /( z ) 称为积分的对象 (subject of integration ), 或称为被积函数 （ integrand ); 
而区间 （ a ,&) 则称为积分区域 (range of integration ). 定积分只与《和6以及函数 
f ( x ) 有关，且它并不是 a ： 的函数 • 另—方面，积分函数 

有时称为 /( x ) 的不定积分 (indefinite integral ). 

定积分与不定积分的区别仅仅是—种观点上的 不同. 定积分£/ ㈤ d * = F (6 )-F ⑷是 
b 的一个函数，它可以被看成是/⑻的一个特殊的积分函数.另^方面,不定积分 FOr ) 总可 
以用定积分加以表示，这是因为 

卩(*)=巧《) + £/(*)此 


但是当我们考 ® “不定积分”或者嗍分函数"时，由于其中一个函败是另一个函数的导数，通 
常考虑的是两个*数之间的一个 关系； 而当我们考虑“定积分”时，通常并不关心积分限的任 
















:是一个多值函数，所以这里有一个显而易见的困难.注意到在等 


C 和之间的一个角度,那么这个困难是可以避免 


: iji ;£ y/(a 2 - T*)dx = 全 no 2 (如果 a 





宇卜 4 + ¥) + (- + ¥) + ... + H "- ”宇}] 

= 办抑 fl jno + ~~~ {1 + 2 + • • • + (n — 1)}| = (6 — o) + (6 — o) 


其中 0 < a < 6. 用同样的方法计算更一般的积分 £ x m dx . 

(3) 用第⑴题中的方法计算 J a ^ dx , j * cosmxdx 以及 j 6 sinmardar . 
⑷证 明：当 n — oo 时有 
t 这可以由 

n n n 1 /n 

^ + ^ + - + n- + i^-i) i= Srrw 

推出，而直接根据定积分的定义,这个和当 n - oo 时趋向极限£ 

(5) 证明占 [该极限是「 y / U ^) dx .) 


j 6 /(®)cbc = -£/(»)dar, 


U = b 时定义它的值为 


[ f ( s)dz = 

R 分，則这些定 
= 0. 

j 6 /(*)d® + £/(x)da: = | C f ( x ) dx . 


如果用函数 F ( x ) 来定义积分，則这些定义就变成 定理； 这是因为 F ( b ) - 
- { F { a )- F ( i )}, F ( o )- F ( a )=0. 

于是对任何 a 和6都有 
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⑷ £fc/(i)dx = fc£/(a:)d®. 

⑹ {/(*) + 多 (*)}<^ =广 /(*)d* + £ <Hx)dx. 

读者会发现,^这些性质的正式的证明写出来是一个有意义的练习，在每一种情形用以下 
方法给出证明： （a) 从积分函数给出的定义 出发; (/3)直接从定义出发. 

以下的定理也是很重 要的. b 

⑹如果当 a<a:<6 时/(*)彡0,那么 f/(x)dx>0. 

我们只需要注 意：第 156节中的和《不可°能是负的.以后将会证明（见本章杂 
例第43雇),积分的值不可能为零,除非 / Or) 恒 为零： 这也可以从第122节的第一 
个推论推导出来. 

⑺如果当 a 彡 a； < ft 时丑< / (a：) < A ■，那么 

if(6-o)^£/(*)4r<A-(6-o). 

如果对 /(*)-// 和 A"-/(x) 应用⑹则立即得此结论 • 


⑻ I*/(*)dx = (6-o)/(0, 

其中 《位于 a 和& 之间. 




对积分 


£{/(x)-_ff}0 ⑻ dx ， £{ir-/(a:)}^(x)dx 

应用定理 （6) 立即推出此结论. 

(10) 积分学的基本定理.函數 

F(*)=£/(t)d< 


有导教 /Or). 

这已在第148节中证明过了，不过在这里作为一个正式的定理重新加以叙述 
是方便的.如同在第162节中指出的那样,作为一个推论得知,尸⑻ 是; r 的一个 
连续函数. 

例 LXV 

(1) 用定积分的直接定义以及上面的等式 (1)-(5) 证明 

(i ) 厂 ^(x 2 )dx = 2£^(* 2 )d®, j° x^(x 2 )dx = 0; 

⑼ J * 士 ^(cosx)dx = ^(sinz)dx = i J ^(sinx) dx; 

(iii) J <f> (coa 2 a) d® = m J </> (cos 3 x) dx, 

其中， m 是一个整数.[若概略画出积分号下函数的图形，则这些等式的正确性将显 
示出几何的直观 .J 

如果 n 是一个正整数或者零，证明 

Jo sin-e 

对取负整数值的积分的值是什么？ ^ 

(3) 证明 ：根据 《是奇数还是偶数，£ 等于 rc 或者零. 

(Math. Trip. 1933) 

(4) 证 明：对 ti 的所有正整数值有 

£ ( ^T ) <tr = n,1 - {Math. IHp .1933) 



如果 fc > n, 则上面两个积分中每一个的值都 为零. [利用例 L 
(6) 如果当 a 彡 * 彡6时 /(*) < ^(*),3 
⑺证明 

0 < « n n+1 xdx < sin n xda :, 0 < tan n+1 xdx < ti 

\l //^-anV < 0524 -[第 —个不等式可以由 


.都为零 ； 1利用例 fc Lxm 
那么 j /d® < J 6 ^dx. 

)<]> 

< J. v/d-x^i < 

* 不等式则由下 面的寒 

⑽证明 0573< f w -1 + 4 <0 . 595 . '* 


, 那么 5 * 


(8)® 如果 n 

v/(l -x 3n )< 1 推出，而第 

V(i-* 2 ")>-v/(i ：r ^).] 


然后用 2 + 4u 2 和 


1 ^(1 - sin 2 a sin 2 x) ^(l - sin 2 a sin 2 多 ) 
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如果 a =冷=那么该积分在 0.523 与 0.541 之间 • 

(12) 证明 |£/(*)dx|<£|/(x)|dx® 

[如果 cr 是在第161节末尾所考进过的和，而则是由函数 |/(x)| 所形成的 
对应的和，那么就有 

(13) 如果 |/(*)|<M, 那么就有 |£/(x)0O«Oda:|< Mj 6 |^(*)|dx. 

166. 分部积分法和换元积分法 

由第141节 推出： 如果 /'(*) 和# (a：) 是连续的，那么 

£/(*)〆(*) d® = / (6) Hb)-f{a) 必 (a) -£/，(*) 0 ⑻ dx. 

此公式称为定积分的分部积分 (integration by parts) 公式. 

我们还知道（第136 节)： 如果 F ⑴是/⑷的积分函数，那么 

\f{Hx)W(x)6x = F{<f>{x)}. 

这样一来，如果余⑷= c,^(6) = d, 就有 

£ / ⑷ dt = F (d) - F (c) = F 馎 (6)} - F {在⑷} = £ / {命㈤ } 〆 (*) d® ; 

这是定积分的換元相分 (integration by substitution) 公式. 

这些公式常常使得我们可以不需要知道积分函数 F(x ) 的形式就可以确定其 
定积分 的值. 定积分只与 F(x) 的两个特殊的值有关，而当 F(x) 的形式未知时，这 
些值可以通过某些特殊的方法求得. 

例 LXVI 
⑴证明 

^xr(x)dx={bf(b) - / (6)} - «⑷ -/(«)}. 

(2) 更一般地有 

£* m / (m+1) (*)dx = F(6) -F(a), 

①这里应加上条件 a<6, 否則结论一鷇并不成立.——译者注 



(3) 证明 


I arcsinzdo; = |w-l, | xarctanxdx = \ K ~\- 

(4) 证明：如果 a 和 6 是正数，那么 

fs* gcosjsingdj_ 冗 

Jo (a 2 cob* x +Bin 3 *) 2 = 4a6 a (a + 6) > 

[用分部积分法，并利用例 LXIII 第⑻题 . 1 

(5) 用适当的代换计算 

i \ x - 3 W( X+ iy if 8603 ^ lo V(tanx)dx * 

fh — 必 • ■， 广 1 + 2 ^dx, ^Sinlxcos^xdx. 

J_ ijt 5 + 7cosx + smx J 0 (2 + cosxr Jo 

Math. Trip. 1924, 1925,1926,1931) 
⑹如果 A (x) = £/(t)d«,/ 2 (x) = £/i(<)dt, …， A ㈤ =£ A-i ⑻吡那 
么 * 

/ fc (*) = (jb3i)i 1)* _1 肽 (Math.Trip.m3) 

[反复用分部积分 .1 

⑺用分部积分法证明 ：如果 Urn,n = ^ (1 - X ) n dx , 其中 m 和 n 是正整数， 

那么 (m + n+1) «m,„ = nUm,n-l, 并推出 


⑻证明：如果 tt n = tan"xdx, 那么 tin + «n-2 = n ^- 由此对 n 的所有 
正娜值计算该 积分. ° 

[置 tan n x = tan n_2 x (sec 2 1- l), 并分部积分 •] 
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⑼证明：如果 t^n = |^ sin n axlx, 那么 u„ = W ~ 1 « n -2- [将 sin" a: 记为 

sin"- 1 * sin a:, 并用分部积分 .J 

(10) (9) 题推导 出：根 据 rt 是奇数还是偶数，等于 

(11) 第二中值定理.如果/⑷是: T 的一个函数，它对从 z = a 到 a; = 6的所 
有的 o: 的值都有带固定符号的连续的微分系数.那么，存在一个介于 a 和之间 
的数& 使得 

j 6 /(*) 必 (ar)dic = / ⑷ f ^(*)d® + /(6)^(x)da:. 

[令£抑)也= $(*), 则根据第I 65 节定理⑼有 

£ / ㈤炎⑻ d® =£ / ⑷金' (*) d* =/ (6) 9 (&) - £ r (x) 9 (x) dx 

= /(6)$(6)-*(0jV ， (*)dx, 

也即有 匕 

^f(x)iP(x)dx = f(b) *(6) + {/(o)-/(6)}«(0, 

这与所陈述的结论等价 .j 

(12) 第二中值定理的 Bonnet 形式•如果尸 (z) 连续且有固定的符号,而/(6) 





其中 A ■介于 a 和 6 之间. 

(13) 证明：如果X' > X > 0,则有 


| 糾 


. [应用第 （12) 题中的第 


一个公式，并注意 sinx 在任何区间上的积分的绝对值都小于 2 . 1 

(14) 用变量代换的方法建立例 LXV 第 （1) 题的结果彳例如在 （ Ui ) 中，将积分 
范围分成 m 个，等的部分，气用变量代换 x = n + y,x = 2n + y,- -.] 

) 证明 | 6 F ( x)dx = j 6 F(a + b-x)6x. 


•6) 证明 cos m x sin m xdx = 2 _m cos m xdx. 


.7) 证明 J i^(sin*)cLc = 0(sinx)dz. [SE x = 
. 8) 证明 f 1^^= 卜 W 10004 —= 


Trip. 1927) 

.9) 用变童代换 ;c=：aco8 2 d+68in 2 5 证明 J \/{(x-a) (6-*)}dx= (6-a) 2 . 

(20) 用变童代换 (a + bco8x)(a-bcoey) = a 2 - ft 2 证明：当 n 是正整数且 
|6| 时有 


厂 (o + bctxx)~ n d® = (a 2 - |* (o-6ooay) n_1 dy, 

并对 r» = 1,2,3 计算这个积分. 

(21) 如果 m 和 ri 是正整数，那么 

[4-x = a + (6-o)y, 并利用第 （7) 题.】 

16 T . 用分部积分法证明 Taylor 定理 

可以用分部积分法得到 Taylor 定理的另一个证明.设 /(*) 是一个函数，它的 
前 n 阶导数是连续的，又设 


匙⑻ = /(&)-/(*) -(b-x)f(x) - 



那么就有 
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其中最后一步是我们的定义.但当 n — oo 时有如 — 0,根据例 xxvn 第 （13) 题, 
故屯 4 0. 这样就对 m 的所有有理数值以及对介于 -1 和1之间的所有 z 的值 
确定了二项定理的正确性.要 记住： 困难在于利用 Lagrange 形式的余项,它出现在 
第152节⑶中与负的: r 值有关的情形中. 

169. 定积分的近似公式， Simpson 公式 

在数值计算中关于定积分有若干个重要的近似公式.最简单的一个是 

£/(抽“(6-«){/⑷+ /(6)}. (1) 

这里我们用多边形 PtNxNP 代替了第148节中的面积 PWNP、 当 f{x ) 是线性 
函数时,该公式是稍确的.可以证明（见例 LXVII 第⑵ 題)： 如果 /(x) 有两阶导 
数 /' (*) 和/〃⑻,那么⑴中的误差项是 

其中$是介于 a 和6之间的一 个值. 当然,实际上应该把积分区间分成若千个更小 
的子区间再将公式分别应用到每一个小区间上去. 

一个更好的公式是 

£/ (*)d* = 1 (6 - «) {/ (a) + 4/ +/(6)}, (2) 

它通常称为 Simpson 公式 (Simpson’s rule). 我们要 证明： 如果 f(x ) 有四阶导数 
尸⑻， /" ⑻, /'"(*) 和 /W ⑻，那么⑵中的误差项是 

-^5(卜。) 8 /⑷⑷， 

其中 S 是介于 a 和6之间的一 个值. 这附带证明了 Simpson 公式对于不超过三次 
的多项式来说是精确的. 

用 c 一九， c +厶 代替 a，6, 并考虑函数 

沖)=州-⑴ 5 州)， 

其中 t 

««) = £'/Wdx- |*{/^+«) + 4/W + /(c -*)}. 

求导三次就得到 
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⑷= | {/ # (c+*)- 尸 ( c -«)} -{/" (c+o+r (c-o>- 

⑴= -\ t{r (c+t)-r(c-«)}- 等懒. 

从而,根据中值定理有 

w = -|户{广> ⑹ + 萘刪 } ， ⑶ 

其中 e 在 (c 一 t， c +*) 中. 

现有诊⑼=攻⑻= 0,于是根据 RoUe 定理，对某个介于0和/I之间的 h 有 
<//( h ) = 0. 又有# ⑼= 0,于是当然对某个介于0和 h 之间的* 2 有，(《 2 ) = 0. 
最后有必 "(0) = 0,从而对某个介于0和/ 1 之间的 t 3 有# " (t 3 ) = 0. 这样一来，根 
据（3)，对于位于 C -f 3 和 c + * 3 之间（从而也在 C - /»和 C +fc 之间）的某个 e 就有 

/ ⑷ (€) = - 萘淋 

但是这就是 

£二 /(x)dx-|fc {/ (c + h )+4 f (c) + /(c-/i)} = - 备 /⑷⑹， 

也就是 

£/(x)dx=i(6-a){/(a) + 4 / (^) +/(*)}- ⑷ (0. 

在实际操作时，我们把积分区间分成小段，并对每一小段应用此方法. 

例 LXVII 

(1) 证明： 如果 / Or) 有两阶导数,则有 

f(x + h )-2 f ( x ) + f ( x - h ) = fc 2 /" (0 ， 

其中4位于 x - h^Qx + h 之间. （Maift. Trip . 1925) 

[利用辅助函数 

♦ ( t )= f(x + t )~ 2 f ( x ) + f ( x - t )- (丢 ) 2 {/(*.+ *) - 2/(*) + f ( x - h )}.) 

(2) 证明： 上面 （1) 中的误差是 - ^ (6 - a) 3 /〃⑹，其中 a < < < &. 

[利用辅助函数 

^( t ) = ^ f ( x ) dx - t { f ( c + t ) + f ( c - t )}, 必 (t) =岭⑷ 一 (|) 3 少 (fc).] 
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(3) 证明 

J:/(x)dx = (6-o)/ ( 爭 )+ 去 (& _ a) 3 /" (0 ， 


其中 a <《 < 6. 

⑷应用 Simpson 公式,并通过公式^ £ ^2计算 n . [结果是 0.7833 … . 
如果把积分分成从0到1以及从 | 到1两个积分，并对每一部分运用 Simpson 公 
式，就得到 0.785 391 6…_正确的值是 0.785 392 1 • • •.] 

(5) 证明 8.9 < ( % /(4 + ® 2 )d® <9. ( Math . Trip . 1903) 

⑹运用五个坐标的 Simpson 公式计算 


到两位十进制小败. （Mat*. IHp. 1934) 

(7) 证明近似地有 J 4 x 3 V(4®-*»)dar = 88. ( Math . Trip . 1933) 

170. 单实变复函数的积分 


到目前为止,我们始终假设了定积分中的被积函数是实的.我们用等式 

J /(x)d» = | W(；r)+i4(*)}d® = J^(*)d® + i£v>0»0da 

£义一个实变童 z 的复函数/ (or) =以 *> +秘 (*) 在 a 到6这个区间上的 积分； 
t 这个积分的性质可以从已经研究过的实积分的那些性质推导出来. 

其中有一个以后将要用到的性质.它表示为不等式 




此不等式可以奄无困难地从第161，162节的定义中推导出来.如果夂有与 
在第161节中同样的意义， h 和札& ♦ 和♦在 S v 中的一点所取的值, 而八 = 
如+吣，这样就有 


| /dx = | 6 ^dar + ij* V>da = 11m ^ + ilim 


①与实积分对应的不等式在例 LXV 第12雇中给出了证 






/ ⑷ /(6) /(x) r _ w /⑷ /⑻ /(c) 

0(®)= S ⑷ 5 ⑼ S ㈤- /cZ°wc-6) 5(°) S(b) g{c), 

⑷ h(b) h(x) fc ⑷ h(fi) h(c) 


当 a: = fl ,:r = & 以及： r = C 时它为零.根据第 122 节定理 B, 它的一阶导数必定在 
位于 a , b , c 的最小值和最大值之间的某两个不同的 z 的值处 为零; 于是它的二阶导 
数必定在 ar 的某个满足同样条件的值 7 处为零.这样就得到公式 

I /(») /(ft) /(c) I I /(a) f ( b ) /"( 7 ) I 

I 5 ⑷ j? ⑻ ff(c) =2(c-o)(c-6) y(o) g ( b ) ^(7). 

I M<0 fc(6) ⑻ I I h ⑷⑽） ft"(7) I 

读者现在可以奄无困难地完成证明了.丨 

4. 如果 F ( x ) 是一个有前《阶连续导数的函数,它的前 n - 1阶导数在 s = 0 
为零，且当时有那么，当 0<*彡/1时有 

将此结论应用到 

/ (*)-/(0) - */，⑼-⑼ 

上,并推导出 Taylor 定理. 

5. 如果 A h 4>( x ) ^< t >( x ) - <Hx + h ), A^(x) = A h {A fc ^(x)}, 如此等等，且 
必⑷有前 rz 阶导数，那么 

△2 必⑷= 0(* + *^) = (-”) ， 

其中 C 位于 x 和 z + n/» 之间. [利用辅助函数 

(!)' 聊 ). 


岭 (*) = A^(ar) 
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例 LXVII 中的第 （1) 题实质上是 n = 2的情形 •] 

6. 由第5題 推出： 当 a:-*oo 时 1”-"*句0："*-*»«(171-1)".(爪-?1 + 1}#， 
如果 m 是任意一个有理数，而《是任意一个正整数.特别地，证明 
X\/x^y/x — 2y/(x + l) + y/[x + 2j^ -* -j. 

7•假设 y =必(*)是 o： 的一个函数，有前四阶连续导数，且少⑼= 0，^(0) = 1， 

所以 

y = lf>(x)=X + 02X 2 + a 3 X 3 + 04* 4 + O (x 4 ). 

证明 

X = (») = 1/ - Oay 2 + (2a^ - o 3 ) y 3 - (5<4 - 5o 2 a 3 + a 4 ) y* + o (y 4 ) , 


且当 i — 0时有 


8. 曲线3； = f ( t),y = F { t ) 在点 ( x , y ) 处的曲率中心的坐标㈣由 




给出; 而曲线的曲率半径是(^+^) 1 / W - xV), 撤号表示关于《求导. 

9.曲线27叩 2 = 4®3 在点 ( x , y ) 处的曲率中心的坐标⑷ 》/) 由 
3o (? + *) + 2x 2 = 0, r ] = Ay + (9ay) /x 


给出. THp . 1899) 

10. 证明： 在点 ( x , y ) 处的曲率圆与曲线将有三阶相切，如果在该点有 
(l + l/?)y3 = 3yx^. 又 证明： 这个圆是在每一点都有此性质的唯一的 曲线； 而圆 
锥曲线上具有此性质的仅有的点是轴的端点.[参见第6章杂例第13题的 （iv).] 

11. 在原点与曲线 


y = ax 2 + ba ^ + cx * + -- +*®** 
有最密切相切的圆锥曲线是 


a 3 y = a, 4 ! 2 + a 2 bxy + (oc - 6^) y 2 . 

证明： 与曲线 y = /(*) 在点 (4,7,) 有最密切相切的圆锥曲线是 

18^T = 9i^(*-0 2 + 6t^Tb (x-4)T+ (3 %»m- 4 《) r 2 , 














对于任意多个变量的函数也有类似的结果成立.例如，三个变量 x ^ z 的三个 
函数 u,v,w 是或者不是由一个关系式联结的，根据 



是否对 x,y,z 所有的值都为零来决定. 

16. 证明： oar 2 + 6j/ 2 + « 3 + 2fyz + 2gzx + 2hxy 可以表示成 a:, ^ 和2的两个 
线性函数的乘积，当且仅当有 

abc + 2fgh — af 2 - bg 2 -ch 2 =0. 

[写出使得 pz + w +打和 〆 * +办+ A 可以由一个函数关系所给定的函数 
相联结的条件 . 1 

17. 如果 u 和 v 是《和 q 的函数,而《和 r? 本身又是 * 和 y 的函数，那么 



将此结果推广到任意多个变量的情形. 

18. 设/⑷是; t 的一个函数，其导数是 l /： r , 且当 a : = 1时取值 为零. 证明： 
如果 u = /⑻+ / ⑼, t; = :cy, 那么 ua - 〜如 = 0,于是 u 和 v 通过一个函数关 
系相联结.令 y = 1,证明此关系必定是 /( x ) + /( y ) = /( xy ). 并用类似的方法证 
明 ：如果 /⑷的导数是1/(1 + * 2 )，且/⑼= 0,那么/⑷必定满足方程 

/(*) + /(v) = /(^T^)- 

19 _ 证乳 如果 




则有 Y = SC" — B"C、 …. 于是由该行列式为零就推出有泛 7 '-廖7 = 0,…；所以 
比值《:/3 :7 是常数，但是 + + 】 

25. 假设三个变量由一个关系联结在一起，根据这个关系有⑴ z 是 a :和 y 的 
函数且有导数&，七以及 （ ii)* 是 y 和 2 的函数且有导数 x v ，x z . 证明 



此式仅当 如％ + 〜 = 0，办*, = 1 时才可能成立 • 1 ， 

26. 四个变量 x,y,z,n 通过两个关系式联结在—起，根据这些关系式，任何两 
个变量都可以表示成为另外两个变量的函 数证明 

*^ + x>K = 0, = -V^zlxi = 1, *^ + y^J = l. 

其中#表示将 y 表示成为 z 和 u 的函数时，关于 2 的导数 • 

(Math. Trip. 1897, 1928) 

27. 变童I， I/, 2由 

x 1 + y 2 + z 2 - 3xyz = 0 

联系在一起，且有0 (*,»,*) = 在以下各条件下确定心在 （1，M) 处的 

值： （i) 当 * 和!/是独立变量时, (ii) 当 a： 和 z 是独立变 量时; 并从几何上解释在这 
两种情形下么的意义之间的 区别. （Mi 7Hp‘ 1936) 

28. 如果 i 2 =vw,y 2 = um, z 2 = uv , 且 /(a：，y，2：) = ^ 那么 

xfx + Vfv + »Sz = u<f> w +v<l> v + wiK， {Math. THp.1933) 

29 . 当 a:，!/ 不全为零时定义 

、 (* + y) 2 (*-») 

在 (g ， y)= »» + 沪 一， 

而 0(0,0) = 0•求如(0,0)的值，并解释：为什么你，V) = 0 不能在原点附近将 J/ 
定义成为 a: 的单值函数. (Math. 7Hp. 1928) 

30•函数 4>(u,v,x,y) 是关于 ti,w 的二阶齐次函数; A = P， 也；= 又当 
沴 (u，v,sc,v) 用 p,q,x,y 来表示时，取 V>(p, ?,*,!/) 的形式•证明 

^p = «, r/)q = v t ip x = = -4>y (Math. THp.1936) 

[根据 Euler 定理（第 12 厘)，当 u 和 v 表示成 P,q,x,y 的函数时有 u4> u +v<l> v = 
2</>,也就是 pu + qv^2ip . 于是 
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其中反正切的值介于0和《之间 ®. 

32. 计算积分对什么样的 a 的值该积分是《的不连续 

函数？ （Ma 汍 TYip. 1904) 

[如果 n 是任意的整数，那么当2咖< a < (2n + l)K 时,该积分的值是而 
当 （2n - 1) « < « < 2nn 时,该积分的值是 -in； 而当《是; i 的倍数时，该积分的 
值为 0.1 

33. 如果当 a:。 < ® 时有 ac 2 + 2fcr + c > 0, / (*) = y/(ax 2 -\-2bx + c ), 且 

y = f(x),yo = f(xo), yi=f(xi), X = (xi- x 0 ) / (yi + yo), 

那么，根据 a 是正数还是负数有 

Zf = ^s ]ogl ^M' 

在后一种情形，反正切的取值介于。和之间.[读者将会 发现： 代换《 = 

将此积分转化成形式2 1 -^.] 

34 . 证明： x+y/^-^) = h (Ma 访 • IHp. 1913) 

35 •如果 a > 1,那么 f I:: 2 、 = «{o- 

36. 如果 p > 1,0 < 9 < 1,那么 



其中 w 是一个正的锐角，它的余弦是 ( l + pq)/(p + q ). 

37. = 

(Math. Trip. 1904) 

38. 证明 ：如果 a > W + c 2 )， 那么 



①与第31, 33, 36, 38 J1 的联系参见 Bromwich 在 Messenger of mathemaUcs . 第 XXXV 卷所发 







1 — x 2 dz 


43. 如果 f(x) 连续且从不取负的值，且有 J /⑻ dx = 0,那么对于: r 的介于 
a 和 6 之间的所有的值,都有 /(x) = 0. [如果 f(x), 比方说，在 * = €时取正数值 
k, 那么，鉴于 /(aO 的连续性,就可以求得一个区间（《- S,i + S ), 使得在整个这个 
区间上都有 / Or) > 成立; 这样一来该积分的值就会 大于敁 . 1 


(j 6 ^dar) < j* ^dajj 矽 3 dar. 

(A^ + /i^) 2 dx = A 2 ^ ^ a dx + 2A/ij 6 </nf>dx +/x 2 ^ i/i 


45 •如果 />„ (a：) = ^ _{(* -a)(0 - ar)} n ，那么 />„ (a:) 是一个 r, 
次多项式，对次数小于 n 的任意一个多项式 0(x) t P n (x) 有性质 


[用分部积分法积分 m + 1次，这里 m 是0⑷的次数，并注意 fl(-+D(x)= 0 .] 

46 . 证明： 如果 m# n ， 則有 £/>„(*) i^aOd^O, 而当 m = n 时，该积分 

的值等于 {0- a )/(2 n + l ). ° 

47. 如 f Q„ Oc) 是一个 n 次多项式，它对次数小于 n 的任意一个多项式 0(*) 
具有性质£ Q„ ⑻㈤也= 0,那么⑻是 i>„ ⑻的常数倍. 

阿以选择《使得 Q„ - 的次数是 n - 1:这样就有 

f <3n(Q„- kP») dx = 0, f%„ (Q„ - kP „) dx = 0, 


所以 


(Qn- kP„) 2 dx = 0. 



现在应用第 43 题 •] 

48.如果 0(*) 是一个五次多项式，那么 

J 多 (*)<!* = ▲ {6^(a) +8^(|)+5 沴(/?)}， 

这里 a 和;9是方程 X 2 - * + & = 0 的根. (Math. Trip. 1909) 



第 8 章无穷级数和无穷积分的收敛性 


in. 引亩 

在第 4 章中我们说明了无穷级数收敛、发散以及振荡的含义，并用几个简单的 
例子对定义作了说明，这些例子主要是从几何级数 


或者与之相关的其他级数导出的.本章要更加系统地研究这个话题,并证明若干个 
定理,这些定理使我们能判断分析中经常出现的最简单的级数何时收敛. 

我们将常使用记号 


"U„ = ^u„, 


而将无穷级数 

Uo + Ux + U2 H - ® 

记为或者简记为 E « n . 


172. 正项级数 


当所研究的级数所有的项都是正数时，级数收敛性的理论相对来说比较简 

单®.首先考虑这样的级数不仅是因为它们最容易处理，而且因为包含负的项或 

者复的项的级数收敛性的讨论常常要依赖于仅由正的项作成的级数的类似的讨论 
当我们讨论一个级数的收敛性或者发散性时，.可以忽略掉任意有限多项.例如， 
当一个级数仅含有有限多项负的值或者复数值时，就可以将它们略去，并将接下来 
的定理应用到剩下的级数中 • 


^本章后面将要考虑形如 ao + a,x + a 2 x 2 + --. 的级数，对这种类里的级败来 

f 法显然更加 方便. 故我们采用后一表示方法作为标准的记号.不过我们也并 
:. 只要使表达更加方便，我们也«设 U1 是级数的第一项.例如，在处理级数 J + 


豆+ 5 +…时，«设 《n = l/»i 并从叫开始就比设 + 
方说，这个说明适用于例 LXVIII 第 （4) 雇. 

②在这里以及后面，“正的”被视为包括零在内. 









A. 正項级教必定收敛或者发散于 0°， 而不可能振荡 • 

B. I：Un 收敛的一个必要且充分条件是：存在一个教尺，使得对所有打的值 


C. 比较 定理. 如果 E«n 收敛，且对所有 " 的值都有叫< U„ ，則 ZVn 也收 
效，且有< E « n - 更一般地,如果，这里 / T 是一个常數，那么 5>n 
也收敛，且有！>„ < 又如果 E«n 发教，且> KUn(K 是一个正数)， 


那么 E«n 发散 • 

此外，在用其中的某个判别法来判断的收敛性或者发散性时，只要知道 

该判别法对于充分大的 n 的值,也即对于大于一个确定的数 no 的所有的《的值满 

足就够了.不过，在这种情形下，结论 E*»n 当然未必成立 • 

此定理的一个特别有用的情形如下. 

D. 如采收敛（发教)，且««/«„当 n -> OO 时超向一个异于零的板限，那 
么！>„也收敛（发教). 

174. 这些判别法的首批应用 


我们关于任意特殊的级数所证明的最重要的定 理是： 级数"当 r < 1时收 
敛，而当 f > 1时发散®很自然地，在定理 C 中取 U „ = r", 就得到 

(1) 如果对所有充分大的《的值都有< Kr n , 其中 r < 1,那么级教 £ v n 
收敛. 

当尺=1时，条件可以写成 《i /n < 这样就得到所谓的正项级数收敛性 

的 Cauchy 判别法. 

(2) 如果对所有充分大的 n 的值都有< r ，其中 r < 1，那么级数 收 


敛. 


另一方面有 

(3) 如果对无穷多个《的值都有 《A /n > 1，那么级数发散 • 
这是很显然的，因为 d /n > 1蓮含了 Vn>l. 
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大于1时失效.当 d /n 有如此性状时，定理 （3) 就足以证明这个级数的发 散性不 
过显然,还有相当多的情形需要更精细的判别法 • 

例 LXVIII 

(1) 对级数应用 Cauchy 和 d'Alembert 的判别法（如同在上面 （7) 中 
指出的形式)，其中 A 是一个正整数 • 


[这里有 


判别法表明，此级数当 r < 1时收敛，而当 r 
F 过此时 该级赛 


d'Alembert 判别法表明，此级数当 r < 1时收取，而 S r > 1时发散 • 当 r = 1时判 
别法 失效; 不过此时该级数显然是发散的•由于 limW = 1( 例XXVII第 （11) 理)， 
Cauchy 判别法得到同样的结论 . 1 

(2) 考虑级数: C(>ln fc + Bn*' 1 + ••• + K ) r n . [可以假设4是 正的. 如果用 
尸 (《) 来记 r" 的系数，则有 P(n) - An k , 又根据第173节 D 可知，此级数与 
En fc r n 性状相似•： 

(3) 考虑 E 今 


k +Bn k -U 


n (n + 1) 1 n (n + 1) • • • (n + p) 

是收敛的. 证明： Cauchy 和 d’Alembert 的判别法对它们都 失效. [因为 UmuJ/ n = 

lim(u„ + i/tin) = 1.] 






t >2 n + a /«2 n+i = b ( a / b) n+a -* 0.] 

(10) 对所有的 r •，级数 E ^和 E g 都收敛,而级数和 EnV 除了 

r = 0 之外，对所有的 ;• 都发散. ( Math . Trip . 1935, 1936) 

(11) 级数和 E {( n ^ n ll r } n 当 r < 1时收敛,而当 r > 1时发 
散•[当 r = 1时利用第73节以及第77节的⑺ • 】 ( Math . Trip . 1927, 1928) 

(12) 如果 Eun 收敛，那么和5：!^也收敛. 

(13) 如果收敛,那么 E » _1 « n 也 收兹. 【因为 2 n - 1 u n < 沾 + n - 2 , 而 
E »* 2 收敛 . 1 

(14) 证明:1 + 1 + 1 +…=芽( 1 + 去 + 各+ ...)以及 

1 + ^ + F + 各 + |f + A + $ + … = H( 1 + 各 + 占 +…) • 

[为证明第一个结论,注意到根据第77节定理 （8), (6) 和 （4) 有 

1 + P + 去 +… =(1+1 去 ) 广 ( 去 + 各 ) +••• 

=1 + 各 + 去—" + 士 ( 1 + 去 + 各 + .").】 

(15) 用归谬法证明 En - 1 发散.[如果级数收敛，根据在第 （14) 理中所用的推 
理方法就应该有 

1 + ; + 卜 .. = ( 1 + | + 卜".) + 盖 ( 1 + | + ! + ".)， 

也就有 

卜!+...=1+^+|+…， 

这是不可能的，因为第一个级数的每一项都小于第二个级数对应的项 . 1 
176. 一个重要定理 

在进一步着手研究收敛以及发散的判别法之前，我们要证明一个重要的关于正 
项级数的一般性的定理 

Dirichlet 定理①. 无论如何安排级數的項的次序，正項级數的和都是相同的. 
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此定理 断言： 如果给定一个收敛的正项级数 《o +叫+的+…，并用同样的项 
按照任意一种新的次序作成任意一个级数 


«0 + Vi + V2 H -， 

那么第二个级数是收敛的，且与第一个级数有同样的和.当然，一定不要漏掉任何 
-项 t 每一个 u 都必须在诸 v 中的某一处出现,且反之亦然 • 

定理的证明极其简单.设 S 是诸 ti 作成的级数之和.则从中选出任意多项作成 
的和都不大于 a . 而每个《都是一个《，于是，从诸作成的级数中选取的任意多 
项 W 作成的和也都不大于 S. 故而收敛，且它的和 * 不大于&但是可以用完 
全同样的方式证明 ms=t. 

177. 正项级数的乘法 

Dirichlet 定理的一个直接推论是下面的定理：如果 《o +奶+ ua +…和 vo + 
«1+V2 + ... 是两个收欽的正項级教，且 s 和 t 是各自的和，那么级數 


收敛，且其和为 st. 

把所有可能的成对元素的乘积排列成双重数列的形式 



可以用各种不同的方法把这些项重新排列成一个单一无穷级数的 形式. 其中有如 
下几种表示方式. 

(1) 首先从满足 m + n = 0的单独一项 tioro 开始;然后取满足 m + n = 1的两 
项叫再取满足 m + n = 2 的三项 uavo^vr,^-, 如此 等等. 这样就得到 
定理中的级数 

«0«0 + {UiVo+ UO»l) + («2«0 + ttlVl + «0«2) + … • 
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的. 由此推 出：当 r<l 时，数列 r ， r 2 ， r 3 ，--.， r n ，…要比数列 l _ fc ,2—，n_ fc ,••• 
更快地趋向零 • 

如果7•比1大得不太多且 fc 很大,这初看起来有些自相矛盾.例如，两个数列 
2 4! 1 1 

3* 9* 27* " ； 4 096* 531 441' '* 

它们的通项是和«~ ，2 .第二个数列初看起来减少得要快得多.但是，只要在 
数列中走得足^远"!就会发现第一个数列的项要小得多.例如 

(ir<a)M 好 ■ (I 厂 <段广 

然而 

1 000 -12 = 10 -36 ; 

所以第一个数列的第1 000项要小于第二个数列的对应的项的10 130 分之一.从而 
级数 2 ： (I)" 要比级数 E«- 12 收敛得快得多，而即便是这个级数 En- 12 也要比 
级数乙《- 2< "收敛得快得多. 

有两个判别法, Maclaurin (也称为 Cauchy) 积分判别法 (Maclaurin’s or Cauchy's 
integral test) 以及 Cauchy 并项判别法 (Cauchy’s condensation test), 这些判别法在 
第 174 节与第 175 节中的判别法失效时特别有用.在这些判别法中我们对做了 








及 rm „ -» l /<*. J 

(2) 证明：如果去掉当 n 增加时递减的条件，则 Abel 定理不 成立. [ 级数 

,.l 111 1 1 11 1 

1+ 25 + P + 4 + 5^ + P + ^ + P + 9 + Io^ + ••- 
(其中= 1/ n 或者 1/ n 2 , 根据 n 是否是完全平方数而定）是收敛的，这是因为它 
可以重新排列成如下形式 

P + 去 + ^ + ^ + A + “ + i ^ + … +( 1 + H + -)， 

而其中每一个级数都是收敛的.但由于当 n 是完全平方数时有 rm „ = 1,于是 
nu „ -♦ 0不成立 . 1 

(3) Abel 定理之逆命题不真，也就是说，如果当 n 增加时 ti „ 递减，且 Umrm n = 
0,那么 E « n 收敛这一结论不成立. 

[取级数 E "- 1 ， 并用1乘它的第一项，用!乘它的第二项，用 | 乘它接下来 
的两项，用$乘再接下来的四项，用 | 乘再接下来的八项,如此下去.将这样形成 
的新级数中每个括号中的项合在一起作为一项，就得到 

i + m (! + !) + KH + n ) + …； 

这个级数是发散的,这是因为它的项大于 

,111111 
1 + 22 + 3-2 + 4 * 2 + •* 

的项,而后者是发 散的. 但是容易看出级数 

1丄 i 1 丄 11 丄 i 1 , 11 11 

+ 22 + 3.3 + 3.4 + 4.8 + 4.6 + 一 
的项满足 nu „ — 0 这一 条件. 亊实上 ，当俨 _ 2 < n < 2"- 1 时有= l / i /， 且当 
n — » oo 时有 y — » oo .] 

180. Maclaurin (或者 Cauchy ) 积分判别法① 

如果当 n 增加时如递减，可以记《„ = 4 >{ n ), 并假设 0( n ) 是连续变量： c 的 
一个连续且递减的函数 必 ㈤ 在 : c = n 时所取 的值. 那么，如果 p 是任意的一个正 

①这个判别法是由 Maclaurin 发现的，并为 Caucfcgr 重新发现，且此判别法常被归厲于 Cauchy . 








v v = 4>(i/-l)-j 1 沴 ( ar ) da : = j ^{^( i /- l )-^(*)} d ®, 

所以 

0< v v <^( i /- l )-^( v ). 

这样 I ： tv 就是一个正项级数，且 

«2 + U 3 + .. • + v n < 沴(1) 一洽 ( n ) < 珍(1) • 

从而 E %是收敛的，所以，当》 - oo 时,《2 +均+…+叫，也就是 

趋向一个正的极限，这个极限不超过 0(1). 

办 (0 = (0( 拉 

所以$ (幻是 e 的连续且递增的函数.这样，当 r * — oo 时， 

«1 + Uj H - h Un-1 — 金 ( n ) 

趋向一个正的极限，且此极限不大于 4(1) .从而是收敛还是发散，要根据当 
n - oo 时 #( n ) 是趋向一个极限还是趋向无穷来决定.由于 ♦(«) 是递增的，故而 
这样一来，是收敛还是发散，则要根据当《 — 00时$(0是趋向一个极限还 
是趋向无穷来决定.于是，如果多 (a:) 是 a： 的一个正的函數，且对大于1的所有 a： 
的值均连续， 又当 z 增加时多 ( x ) 递减，那么级數 


沴⑴+碘⑶+ ••• 

收敛或者发散，要根据 

•⑹ = J ^ ㈤ 如 

当4 -» 00时是趣向一个板限 Z 还是不趋向极限而 确定； 在第一种情形，级数之和 
不大于0 (1)+1 

事实上这个和必定小于 0(1) + /. 因为根据第165节的⑹以及第7章杂例第43题可 
以 推出： 除非在整个区间 （1/ - 1,1/) 中有少⑻=0(1/)，否脚就有叫< 0(1/ - 1)- 必 (《/); 
而这不可能对所有1/的值 为真. 






181. 级数 Dn — 

积分判别法的最为重要的应用是应用于级数 

1~* + 2—+3 - * + ••• + n -8 + ••- , 

其中 s 是任意一个有 理数. 我们已经看到（第77节、例 LXVIII 第 （15) 通以及例 
LXX 第 （1) 雇)，当 s = 1时该级数是发散的. 

如果 s < 0,则显然该级数是发散的.如果 S > 0,则当 n 增加时 tx „ 递减，故可 
以应用积分判别法.这里有 

$( o = r ^ = ^^， 

除非 S = 1.如果 S > 1，则当€ — oo 时有且有 

这里最后一步是我们的定义.又如果 S < 1 ，则当 f - 00 时有 e 1 - OO, 故有 
伞 ({) -» 00. 从而级教当 s > 1时收敛，当 S < 1时发散，且在第一种情形其 
和小于5/(«-1). 

当然,将它与发散的级数 En - 1 相比较，可以证明该级数当 S < 1时是发散的. 
不过有意思的是观察积分判别法如何用到级数 En ' 1 上去，这时前面的分析 
方法不起作用.在此情形 

容易看出当00时有金 (0-* oo . 因为如果《>2",就有 

’ ti - 

令 z = 2” ti , 就得到 

所以这表明当 f — oo 时有 •($)—<». 

例 LXXI 1 

(1) 用与上面类似的方法，不进行积分来 证明 ： f ^与《一起趋向无 
穷，其中 S < 1. 

(2) 级数1>- 2 ,5>-^>-括是收敛的,且它们的和分别不大于2, 3,11.级 



数 EdEn -器 是发散的. 

⑶级数 [ &(其中 «>o) 收敛或者发散，要根据 f > 1+* 或者 k i+sm 
确定.[与 En a_t 比较 .} 

(4) 讨论级数 

▽ oin * 1 + flan” H - h 够 ’* 

乙 bin 1 ' + M* 3 + •■• + bin 1 ' 

的敛敗性，其中所有字母都表示正数,且诸 s 以及诸 f 是有理数，并按照递减次序 


(5) 证明： 如果 m >0, 则 


1 1 1 m+1 

£^TT < i + i 51 - 

~ l n < T l ^ T ^ < \ n - ( 

+ —+ ▲ + …小 +1) . 


(9) 如果炎 ( n ) - i > L 则级数 S «-* ( n ) 是收 敛的. 如果 < P ( n)-*l < 
是发散的. 

(10) 证明： 如果£1>0,6>0且0<«<1，那么 

矽 ( n ) = (a + 6)-* + (a + 2 &)- a + • • • + (a + nb)~ a - 匕 




182. Cauchy 并项判别法 

第178节中所提及的两个判别法中的第二个叙述如下：如果是《 
的递减函數，那么级數5>(»)是收敛还是发散，要根据 E2^(2") 是收敛还是发 
散来决定. 

可以用对特殊的级数 En- 1 (第77节）所用过的论证方法来证明这个结论•首 

先有 

洽 (3) + 4 ⑷ ⑷， 

彡 (5) +彡 (6) 十洽( 7 ) +洽( 8 )彡知 (S) ， 


沴 (2 n + 1) + 洽 (2" + 2) + …+ 沴 (2 n+1 ) > 2 n 4> (2 n+1 ). 

如果 E2"0(2") 发散，则 5： 2 "+V(2"+i) 和 E2V(2" +1 ) 亦发散,这样刚刚得到 
的诸不等式表明 ！>(«) 也发散. 

另一方面有 


0(2)+ 0(3) <2^(2), 0(4) +^(5) + 多 (6) + 沴 (7) < 4必⑷， 

等等； 由这组不等式推出 ：如果 E2"^(2") 收敛，那么 ！>(») 也收敛 • 从而定理 
得证. 

对当前的目的来说，这个判别法的应用范围与积分判别法的应用范围是相同 
的.它使得我们可以同样轻而易举地讨论级数 En—*. 因为收敛还是发散， 
要根据 E2 n 2 —收敛还是发散来决定,也就是根据 s > 1还是 s < 1来决定 • 

例 LXXII 

(1) 证明 ：如果 a 是任何一个大于1的正整数，那么 ！>(n) 收敛还是发散，要 
根据 E° n ^(« n ) 收敛还是发散来决定.[利用与上面同样的论证方法，依次将 a 个 
项、 a 2 个项、 a 3 个项……组合在一起 . 1 

(2) 如果 E2 n ^(2 tt ) 收敛，那么 lim2"^(2") = 0. 这样就推导出第179节的 
Abel 定理. 


183. 进一步的比值判别法 

如果那么根据 Taylor 定理有 


其中0<0<1,所以 


If=±l = : 


屮。⑸. 




现在假设 
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^ =1 -; + °(^) (1) 
如果 O > 1,可以选择 S , 使得1 < 8 < a , 这样对充分大的 n 就有 Wn + l/«n < 
Un + l / Un - 但是 E « n 收敛，于是根据第175节的⑷得知 E « n 收敛. 类似地，如 
果 a < 1,就能选取《，使得 a < S < 1，通过与发散级数 E « n 比较来证明 Ev „ 发 
散.由此推出，如果满足⑴，坏么当 a > 1时收敛，而当 a < 1时发散.我 
们要把 a = 1的情形留待下一章来解决（例 XC 第 （5) 题). 

类似地可以 证明： 如果 （1) 对满足 0<s<a 的任何正数 a 为真，那么〜彡 
Kn~ a , 所以 - 0. 

特别地，我们来考虑“超几何的”级数 

^ Wn - 1 + IT7 + 1-2.7(7 + 1) + (2) 

其中 a,/?, 7 是实数，且它们之中没有任何一个数是零或者负整数.于是该级数的项 
最终都有固定的符号，且 


Vn+i (a + n)(^ + n) , y + l - a -0 . ^ f 1 \ 

H + -)(7 + ") _1 - s ~ + 0 UJ. 

于是级数 （2) 当 7 > a + 卢时收敛，当 7 <a + 办时发散.特别地，级数 


当 n < 0时收敛，而当 n > 0时发散.并且当7 >« + /?_ 1时有叫 — 0. 
184. 无穷积分 


第180节的积分判别法 表明： 如果必⑷是 z 的正的减函数,那么级数 E^(n) 
收敛还是发散，要根据积分函数 $(z) 当: c -* oo 时趋向极限还是不趋向极限来确 
定.假设它的确趋向一个极限，且 




那么我们就称积分 

f <Ht)dt 

是收敛的，且有值我们将此积分称为无穷积分 (infinite integral). 

到目前为止我们假设4⑷是正的减函数.但将定义推广到其他的情形也是很 
自然的.上面假设积分下限为1并没有任何特别的意义.相应地给出如下的定义. 
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如果0⑷对于 * 彡 fl 是 f 的连续函教，且 

那么就称无穷积分 ^ 

(1) 

是收敛的，且其值为 

通常的积分，如同在第7章中所定义的那样,是介于积分限 a 和>1之间的，有 
时相应地称之为有限私分 (finite integral). 

另一方面，当 

J ^(t)d<-»oo 

时，就称该积分发散于 oo, 可以对发散于 -oo 给出一个类似的定义.最后，当这些 
情形都不发生时，就称该积分当 x — oo 时有限或无限振荡. 

这些定义启发我们给出如下的说明. 

(i) 如果记 










个取正值的遂戒函教，那么无穷级教 5>(n) 与它的无穿积分 <l>(x)dx 同收敌或同发教. 


(vu) 读者可以奄无困难地对无^积分进行陈述并证明与第77节中。 jl) 〜 (6) 类似的定理 • 
例如，与 （2) 类似的结 果是： 如果 f 洽 (®)dx 收敛，且6 > a ，那么沴 ㈤缸也收敛，且 
有 6 

厂 ^(x)<Lc = J ^(x)dx + 4>(x)dx. 

185. 0(*) 取正值的情形 

自然要来考虑一些与第184节中的无穷积分 （1) 有关的一般性的定理,这些定 
理与第173节中的定理 A — D 类似. 在第184节⑼中我们己经看到 A 既对积分 
成立,也对级数成立.与 B 相对应的有以下的 定理： 积分⑴收敛的一个必要且充 
分条件是,存在一个常教使得对 a: 的大于 a 的所有的值有 

^4>( t ) dt < K . 

类似地，与 C 对应有如下的 定理： 如果 炎㈤ dc 收敛,且对 :r 的所有大于 a 的值都 
有矽 (aO 彡欠 0 (*)，那么 f°° 0 Or) da: 收敛,且有 
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收敛的无穷级数有一个基本的性质，由于此性质的存在，就打破了无穷级 f 和 

无穷积分之的相似性•如果 E^(») 收敛，则有必㈨ — 0;但是，即使必⑷恒取 

正的值，当 f 少 (*) dx 收敛时也未必有必 (x) — 0. 

例如，考°虑图中粗线所画出的函数其中峰值的最髙点与诸点I = 1,2, 
3,…相对应，且每个最高点处的函数值均为1,与 r = n 对应的那座峰的宽度是 
2/(n + l) 2 . 这座峰的面积是 l/(n + l) 2 , 且显然对任何《有 



所以厂^(*)如 收敛; 但是你) —0 不真. 

] — WJT 

图46 


⑴积分 

r°° ax r + W 1 + ■•• + A 
J a Ax" + Bx-^ + - +L (iX 

当 《 > r* + 1 时收敛,反之发散.其中《和4是正数，而 a 大于分母的最大的根（如 
果分母有根的话 
(2) 诸积分 


f°° dc f°° dr f°° dx f°° xdx f°° x 2 dx f°° x 2 dx 

J„ ?+i 5 ， J a a + 2 加 2 + #’ 

中哪些是收敛的？在头两个积分中假设 a > 0,在最后一个积分中假设 a 大于分母 
的最大的根（如果分母有根的话). 

(3) 积分 J" cosxda:,J cos(oar + /3)da: 当 € —oo 时有限振荡. 

⑷积分 J" arco6awiE 1 J € a:" cos (a® + /?) da: 当《 — oo 时无限振荡,其中 n 是一 
个任意的正整° 。 

(5) 下限为 -oo 的 积分. 如果当《 -oo 时0⑻ d® 趋向一个极限就称 

Or)cb 收敛且等于这样的积分具有与上面几节中所讨论的积分完全类似 
W&S： 读者将会毫无困难地将这些性质详细加以表述. 





⑹从 -OO 到 +oo 的 积分. 如果两个积分 

j° <Hx)dx, j°° <l»(x)dx 

都收敛，且分别有值那么就称£°决 (*)dx 收敛且有值 k + l. 

⑺证明 

f° da; f°° da: 1 f°° dx 1 

J_ooi+^ = Jo T+^ = 2). 00 T+x^ = 2 n - 

(8) 证明： 只要积分 收敛，就有 £° <f>(x 3 )dx = 2^4>(x 2 )dx. 

(9) 证明： 如果鉍 ( * 2) dz 收敛，那么厂鉍 ( * 2 ) dx = 0. 

~ (10) 第 179 节中 Abel 定理的类似结论 . *>hi (P(x) 是一个正的递戒函教，且 
J°°^(x)(ic 收敛，那么 x 决⑻ — 0. 用以下方法证明此结论： （a) 用 Abel 定理以及 
^分判别法 证明； （b) 直接用与第179节中类似的论证方法证明.$ 

(11) 如果 a =吻 < 妁< * 2 < .. •且 a：n OO, 又 《n = J" 0 (s) d«, 那么 

f 少⑷ dx 的收敛性就包含了 E«n 的收敛性.如果 <P(x) 恒取正的值，则其逆命题 
g 然成立.[根据例子 4>(X) = coex,x n = Tm 可知，一般来说其逆命题并不成立 .] 
186. 换元积分法以及分部积分法对无穷积分的应用 

在第166节中讨论的定积分的换元积分法可加以推广，从而应用到无穷积分 
中來 

(1) 换元积 分法. 假设 

£确⑻ dz (1) 

收敛 • 进一步假设，对于《的任意一个大于 a 的值,如在第166节中那样$有 

^(x)dx = ^{/(t)}/ , (t)dt, (2) 

其中 a = /(&)，《= /(r). 最后，假设函数关系 x = f(t) 满足当 t — oo 时有； c — oo. 
那么，在 （2) 中令 r 和 （ 都趋向 oo, 我们就看出积分 


①这里将/和《作了交換. 


⑶ 




是收敛的，且等于积分⑴. 

另一方面，当 r — -oo 或者 r — c 时有可能有 f — oo. 在 第一种 情形，我们得 
到 



在第二种情形,我们得到 

j a ^ (*) d® = Um £ ^ {/ («)> f (t) dt. ⑷ 

在第188节中我们将回到这个等式. 

当然,关于 (-oo,o) gc# (-00,00) 上的积分也有相对应的结果，对此读者应该 
有能力自己加以总结. 

例 LXXIV 

(1) 用换元代换 a: = 浐证明：如果 s > 1且《 > 0,那么 

x~ a dx = aj°° 

并用直接计算 $ —个积分的值的方法验证此结果. 

(2) 如果 £°^(ar)cl® 收敛，那么它等于积分 

f°° r(fl-0)/et 

arj< 的 / <l>((xt + 0)dt t -aj 4>{at-\-p)&t 

中的一个,这要根据 《 是正数还是负数来决定. 

(3) 如果必⑷是: r 的正的递减函数,且 a 和0是任何正数,那么级数 20(n) 
的收敛性就蕴含了级数 Kcm + 0) 的收敛性，而且也包含在级数 E<^(an + /3) 
的收敛性之中. 

[作代换 x = at + 0, 由此立即推出，积分 

£ 沴⑻ dx ， ^ <!>[ott + P)dt 

同收敛或者同发散.现在可以用积分判别法了 . 1 
⑷证明 

f°° dr a 

Jl {1+X)y/X~2' 



[令 P* 2 •产 

⑻计算 lo 和 JT (1+ 夂以， n 是 - 个正整数- 

(Math. Trip. 1929,1935) 

[代换 a: = cot0 将积分化成]^血 2 "- 2 <«设和 J^sin 2 "- 1 ^. 现在利用例 
LXVI 第 （10) 題 .j 

⑹如果当 a： — oo 时有多 ㈤ 一»fc， 而当 a： — - 00 时有 <f>(x)^k , 那么 
|°° {<f»(x-a)-^(x-b)}dx = -(a-b)(h-k). 

[因为 {^(as-o) -^ (*-&)}dar = ^(*-a)d®-| ^(x- 6)dx 

rC-« rC-6 r-r-6 r«-6 

=| >!>{t)At- 沴⑺ dt=| (p(t)dt- <f>{t)At. 

i-e-b i-i'-a ii-a 

这两个积分中的第一个可以表示成形式 

r-r-fc 

(o-6)fc + j _ _ pdt, 


c: 


4>(t)dt -»(a - 6) k. 


/ (*) 〆 (®)dx = /(0 0 (《)：/ ⑷沴⑷ 




^ f(x) 4/(x) dz = € lim/(0^(0 - / ⑷* ⑷- £V (*)_ (*) dx. 
时于到 -oo 的积分,或者从 -oo 到 oo 的积分也有类似的结果 • 

WB 在 JS 书中漏了 结果； 此外，严格地讲，这里应改为作代供 vS = * 以避免等式 x = t 2 < 
取值的不磽定性.——译者注 
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⑶证明 r = I +^.[令 * = * 2 ,此时得到 

C 為 = -]74(1^)也. 

现在用分部积分法 •] 

⑷用分部积分法证明••如果 u„ 是例 LXXIV 的第 （5) 题中的第一个积分，且 
n > 1，那么 （2n -2)ti„ = (2n- 3)«„_i， 并由此计算 u„. ( Math . Trip . 1935) 

[注意到 




的; （2) 被积函数是连续的. 

然而，有可能将“定积分”的概念加以推广，从而使之可以应用到这些条件并 
不满足的许多情形中去.例如,前面几节讨论的吱穷的”积分与第7章中的积分 
的差别在于它的积分范围是无限的.现在我们要假设条件 （2) 不满足.最重要的情 
形就是0 Or) 在积分区间 (a,A) 中除了有限多个比方说 x = $!,&,■••) 之外处处 
连续，而当 a： 从随便哪个方向趋向这些例外值中的任何一个值时有 州 - 00或 
者含⑻― 一 oo. 

显然，只需要考虑 (o,^) 中仅包含一^这样的点《的情形.当有多于一个这 
样的点时,可以把 ( a , A ) 划分成有限多个子区间，每个子区间中仅含有一个例外的 
点; 又如果在每个子区间上积分的值都有定义，那么就能将在整个区间上积分的值 
定义成所有子区间上积分的和.此外，可以假设⑷⑷中的一点$就是端点 a, 4之 
一. 这是因为，如果 < 介于 a 和 A 之间，就可以将 J A ^(x)dx 定义为 




第 8 幸无穷级数和无穷积分的收敛性343 


假设这些积分中的每一个都已经满意地给出了 定义. 这样我们就假设 f = a; 显然， 
只要作少许的改动,我们所给出的定义依然可以适用于€ = 乂的情形 ■ 

假设 ♦⑻ 在整个 (a,A ) 上除了 x = a 以外都是连续的,而当 z 取大于的值 
趋向 a 时有 0(x)-oo. 这种函数的一个典型的例子由 

^(*) = (*-«)- 

给出,其中 s > 0;或者,特别地当 a = 0时，由多⑻= Z-* 给出. 这样一来，我们来 
考虑当 s > 0时如何定义 

积分 H V '~ 2dV 当 * < 1时是收敛的（第 185 节)，且其意义是 f /A yt ~ 2dy - 
但是如果换 y = l/z, 就得到 

L y- 7 dy = [ x-dx. 

Ji/u 

从而，只要 s < 1, x-dx, 或者等价地说也就是 存在; 很自 

然地将积分 （1) 的值定义&与这个极限值相等.类似的考虑使4我们可以通过等式 
r (i - r，d * = .5?oL (i -a)-dx 

来定义 J A (*-a)-d®. 

这就引导到如下的一般性的 定义： 如果积分 

£ <t>(x)6x 

当 e — +0时趋向一个板限/,就称积分 

J 作 ) dar 

收敛且有值 Z. ^ 

类似地，如 果当: r 趋向积分上限 A 时有 0(*) — «>，我们就将 \ A ^(x)dx^. 
义为 e 

lim f ♦ (x) 6x. 



我们对在： C 的特殊的值趋向无穷的函数构造定义,但是它们也可以用于被积函数有其他类 
型的不连续点的情况.例如，如果对 -1 彡 z < 0有 / ( a ;) = -1，/⑼= 0,而对0 < x < 1 
有/ (*) = 1,那么/ ( a :) d ® 的意义是 

”! Sfo /(*) d ® + e lim 0 J e /(*)<Lr = i Um o (-l + r,)+hm Q ( l -£) = 0. 

此定义还可以用于 / ⑷有振薄性不连续点的情形，例如，如果 f( x ) = 8 in ( l / x ). 

188. 其他类型的无穷积分（续） 

现在可以将第186节的等式 （4) 写成形式 

£°於⑻ d® = £必 {/(*)} 产⑷ d*. ⑴ 

右边的积分定义为在区间 （6, t ) 上对应的积分当 r — c 时的极限，也即定义为第 
二类无穷积分.而当々{/(«)}/'⑷ 在 t = c 取无穷值时，该积分本质上就是一 
个无穷 积分. 例如，假设0 (a:) = (l+*)- m , 其中1 < m < 2,且 a = 0,以及 
/(<) = 此时有 & = 0, c = i ，而 （1) 则变成 

2 也， （ 2 ) 

而右边的积分是一个第二类无穷积分. 

另一方面,有可能发生0 {/(*)}/' ⑷在< = c 连续的情形.在这种情形下， 
£炎{/⑷}产⑷也 

是一个有限积分，而根据第165节定理 （10) 的推论有 

dt = £0{/(t)}/ / (t)d«. 

这样一来，代换 a: = /⑷就将一个无穷积分转变成了一个有限积分.在刚刚所考 
虑的例子中，如果 m > 2就会出现这种情形. 





(1) 如果 4>(x ) 在除了 * = a 的点均连续，而当 a: — 时有冷⑷ — 00,那么 
^ <P(x)dx 收敛的一个必要且充分条 件是： 能求得一个常数夂，使得对所有正的 e 
萏讎有 ^ 

| <f>(x)dx<K. 

显然,可以在 a 与乂之间选取到数 A 使得在整个区间（《*〆）上炎 ⑷都是 
正的.如果 d>(x) 在整个区间 (a,A) 上都是正的，就可以将 W 和>1等同起来.现 


<l>(x)dx. 


在有 A A' A 

I ^(x)d® = J <f>{x) 6 x + ^4 

上面等式中右边的第一个积分当 e 减小时增加,于是趋向一个极限或者趋向00;这 
样所陈述结论的真确性就变得显然了. 

如果条件不满足，则有 J A _ <Kx)Ax-*oo. 此时我们就称积分⑻ d® 发散 
于 oo. 显然，如果当 a： -a + o'kW^txJ-oo, 那么对该积分来说，°收敛或者发散 
于00就是仅有的可能的选择.类似地,可以讨论 0(x)--oo 的情形 • 

(2) 证明:如果 a 


黾类似 M 


而当 S > 1时它发散. 

(3) 如果 ^(x) 对于 a<x^A 是连续的，且0 < 彡 (s) < K{x-a)-, 其中 
a < 1，那么 J% ㈤ dx 收敛; 又如果必⑻> K{x-a)~\ 其中 S > 1,则该积分发 
散.[这是第1^5节中所陈述的一般性的比较定理的一个特例_ ] 

⑷积分 




x)^A^x)' 
[ A dx 

收敛还是发散？ 

(5) 积分 l 备 n ㈣ 收働，且針积分贿都是零. 

⑹积分£ -^=收敛.[当 a: 趋向两个积分限时被积函数都趋向 oo.] 
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(7) 当且仅当 s < 1时积分£ 收敛. 

⑻ 证明： 如果 p < 2,则 f ^dx 收敛,其中九 > 0. 又 证明： 如果0 < p < 2, 
则诸积分 

psinar」 f^sinx , f^sinx , 

Jo^* J, i ds ， "’… 

符号交替改变，且绝对值 递减. [用代换 a: = fcn + y 对积分限为 ibi 和 （fc + l)；! 的 
积分进行变换_ J 

⑼ 证明： £ 在 h = n 取到它的最大值，其中0 < p < 2. 

( Math . Trip. 1911) 

(10) 当且仅当，〉 -l，m > -1 时 J，(cosx) J (sinx) m dx 收敛. 

(11) 像 JT ^9^这样的—个积分（其中 s U 并不厲于我们前面定义中的 
任何一种 积分. 因为积分的范围是无限的，且被积函数当 z — +0时趋向00•自然 
会把这个积分定义成等于下面的和 



只要这两个积分都收敛. 

如果 s > 0,则第一个积分 收敛; 如果. -< 1,则第二个积分收敛.于是，当且仅 
当 0<s<l, 从0到 oo 的积分收敛.^ 

(12) 证明：当且仅当0< ，<«时， H 纖 

(13) 当且仅当 0< S <l，0<f<l 时, 二: t-1 da 收敛.[应该注意到 
被积函数在 z = 1没有 定义; 但是当 a; 无论从哪一边趋向1时都有 (x- 1 - X 4 * 1 )/ 
(l_ x) ^ t _ 5; 所以，如果当: c = !时指定它取函数值 f _ . s , 那么被积函数就变成 
x 的连续函数. 

常会发生被积函数由于在积分范围内的一个特殊点没有定义而出现间断，而这 
—不连 续性又可以通过对它陚予一个特殊的函数值而被移除的情形.在此情形，通 
常假设按照上述方式来完成该函数的定义.例如积分 

广广^^ 

都是通常的有限积分，如果被积函数在 Z = 0给予函数值 m 的话 .] 



(14) 换元积分和分部积分.换元积分和分部积分的公式当然既可以推广到第 
二类无穷积分，也可以推广到第一类无穷积分的情形.读者可以根据第186节的路 
线自己总结出一般性的定理 • 

(15) 用分部积分法 证明： 如果 s > 0，* > 1,那么 

J: :- 1 (1 _ 矽- 1 «ix = ^J o 1 x»(l- a: 广 2 dx. 

(16) 如果 s>0 , 那么 [令 * = 1A】 

(18) 如果 -+!■ > 0, 那么 J ■: 9) 

[4- x - 6 = « 3 . ] 

(19) 如果 /„ = |° (a 3 - ^"d* 且 n > 0, 那么 （2n + 1)/„ = 2na 2 J n -i. 

( Math . Trip . 1934) 

[注意到 

l n = £ (<* 2 - * 2 )" ^ x6x = 2nJ^® 2 (a 2 - x 2 )" -1 dx = 2n (o 2 /„_i - /„). 

这个结果可以用来计算(对取正整数值的 n). 代换 a: = acos 6 将积分4变换成 
例 LXVI 第 （10) 题中的积分 .] 

(20) 用代换0： = */(1-«)证明 ： 如果/和饥两者都是正数，那么 

(21) 用代换 x = pt/(p + l - t ) 证明：如果和 p 全都是正数,那么 

(22) 证明 








所以得到值 士 f ,不论取什么符号，此结果都是错误的. 

更仔细地研究: C 和 y 之间的关系可以找到问题的解释 •函数 : r 2 - 6Z + 13在 
1 = 3处有一个极小值,此时 s/ = 4. 当 a: 从1增加到3时， y 从8减小到4,而 
ds/dy 是负的,所以 

dx _ 1 

石— 一 2/(1/-4). 

当 ar 从3增加到7时, y 则从4增加到20,从而必须选取另一个 符号. 于是 
卜 + jTi^ 办， 

这个公式将会得出正确的结果. x 

类似地，如果用代换 a： = arcainy 来变换积分| da: = ji , 必须注意 dx/dy 等于 

(1 一 j/ 2 ) _ J 还是 -(1 _ J/ 2 ) - 、要根据0 < a: < 还是 < ji 来决定 • 

例 

分别用代换 4x 2 -x + ^ = y,® = arcsiny 来验证变换积分 
的结果. 

190. 有正负项的级数 

关于无穷级数的和以及无穷积分(无论是第一类还是第二类的）的值的定义对 
于有正负项的级数以及取正负值的函数的积分都是适用的.但是本章里所建立的 
特殊的敛散性判别法以及用来说明这些判别法的例子都几乎全部与全取正值或者 
全取负值的情形有关. 

在级数的情形，常常会发生这样的 情况： 以明显的或者隐含的方式加在上 
的某些条件可能对有限多项不成立.这时必须要求这样的条件（比如各项均取正 
值） 从某一项开始以后都满足.类似地,在无穷积分的情形,假设对于大于 某个： r 0 
的所有的 a： 的值所述条件都满足,或者假设对于介于某个区间 （a， fl + «5)( 被积函数 
在邻近该区间包含的值 a 时趋向无穷）中的所有的 * 的值所述条件都 满足. 例如， 
我们的判别法适用于形如 



的级数,这是因为当 n > 4时有 n 2 - 10 > 0,也适用于形如 
r° Sx-7 

Jx (* + 1) 3 




的积分,这是因为当时有 3:r-7>0, 而当 0< z <| 时有 l-2®>0. 

但是当整个级数中的项始终都有符号改变时,也即当正的项和负的项都有 


无穷多项时（如同在级数1 _会+ U +…中那样);或者当多 (*) 在$ — oo 时 
不断地变号时（如同在积分 



中那样)，或者当: c — a 时（这里 a 是必⑷的一个间断点 M(a:) 不断地变号，如同 
在积分 




中 那样; 此时讨论收敛和发散的问题就变得更加困难.现在我们必须既要来研究振 
荡的可能性，也要来研究收敛或者发散的可能性. 

191. 绝对收敛的级数 


|«n| = «*n, 

故而当为正数时有 a„ = «„，而当 u„ 为负数时有《„ = -u„. 此外，根据是 
正数还是负数， 令叫 =«„或者％ = 0,又根据 u„ 是负数还是正数，令= -u„ 
或者％ = 0;或者等价地说，根据 u „ 是正数还是负数，令或者叫=«„, 
而在另外一种情形，和都等于零.于是显然 V „ 和都总是正的，且 

U„=Vn-rOn, a n = V n +Wn- 

败如果级数是:普⑴、...,则“ = (-l) n - 1 /« 2 .an = l/n 2 , 
而〜 = 1/n 2 还是= 0,要视 n 是奇数还是偶数而定，且《;„ = l/r» 2 还是叫= 0, 
要视 n 是偶数还是奇数而定. 

现在来区分两种情形. 

A. 假设级数收敛.例如,在上面的例子就是这种情形，其中！>„是 

«!)、... 

此时IX和 E 叫 两者皆 收敛： 因为（例 xxx 第 （18) 厘）从一个收敛的正项 
级数中选取的任何级数都是收敛的.于是，根据第77节定理（6)， E«n 也就是 
E(«n-«n), 收敛且等于 
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这样就导出下面的定义. 



对收敛的，，时，我们并没有直接断言£«„是收敛的：我们说的是另一个级败 S|u„| 的收敛性， 


而由此就能排除的振荡性并不是显然的 • 

例 LXXVII 

(1) 用“一般收敛原理”(第84节定理 2) 证明：绝对收敛级数是收 敛的. [由于 
£|« n | 收敛,给定任意一个正数可以选取 no , 使得当 na > m 时有 

l « nt + l | + K.+al + ••• + l«»»al < S - 

这就更有 


从而 收敛] 

(2) 如果是一个收敛的正项级数，且|6„| <欠0„，那么是绝对收敛 
的. 

(3) 如果 E « n 是一个收敛的正项级数，那么当 _1 < a ： < 1时级数 E « n * n 是 
绝对收敛的. 

(4) 如果 Eon 是一个收敛的正项级数，那么级数 EonCOsn ^ EonSinnd 对所 
有 e 的值都是绝对收敛的.[第88节的级数 Er n cosn <»， I ： r n 8 mnfl 已经提供了这 
样的例子 .] 

(5) 从一个绝对收效的级数的项中所选取的任意一个级数都是绝对收敛的•[因 
为该级数的项的模组成的级数就是从原级数的项的模组成的级数中选取的 • 1 

⑹ 证明： 如果 5>n| 收敛，则有 |E«n|<EI«n|, 等号成立的唯一可能的情 
形是其中每一项都有相同的 符号. 

192. Dirichlet 定理对绝对收敛级数的推广 


Dirichlet 定理（第176节） 表明： 正项级数的项可以按照任何方式重新排序 
而不会影响它的和.现在容易看出，任何绝对收敛的级数都有同样的性质.因为设 






一般性的判别法.自然,对于收敛性（如同上面的等式 （1) 所指 出的） 依赖于正负项 
相抵消的级数来说，系统地表述它们的收敛判别法更加困难.首先，对于条件收敛 
的级數不存在比较判别法. 

因为假设我们想要从的收敛性推出 E 如的收敛性,就需要比较 











如果每个 U 和每个V都是正的，且 (a) 每个《都小于对应的《，那么就可以立即推 


出 

«0 + «1 + • • • + Un < tlO + «X + • • • + «»> 

所以是收敛的.如果只有诸《是正的，而 ㈤每个 《的绝对值都小于对应的 
U , 那么就能推出 


|t»o| + |wi| + • • • + |»nl < «0 + «1 + • • • + «»»1 

所以！>„是绝对收 敛的. 但是在一般情形，当诸 ti 与诸《的符号都没有限制时， 
所有能够由⑼推出的是 

M + N + --- + W<|tiol + l«il+-+KI- 
这使得我们能由的绝对收敛性推出！>„的绝对收 敛性； 但是,如果; C 如只 
是条件收敛的,我们根本得不出任何结论 • 

不久我们即将看出级数1-|+| 一^ •…是收敛的.但是级数 n + i +1 +一 
是发散的，尽管它的每一项的绝对值小于前一级数的对应 的项. ^ 

这样看来，我们所能得到的判别法要比本章早些时候给出的判别法有远为特殊 
的特点就是很自然的了. 

195. 交错级数 

最简单的条件收敛级数是其项交替取正数和负数的交错级数.这种类型的最 



但是 Um (5 2n+1 -s 2n ) = lim(-l) 2n+1 < hn + i = 0, 由此推出这两个数列必定都趋向 
极限，而且两个极限必定 相同. 这就是说，数列- - • 趋向一个极限•由 

于勿=如, ai =如 - 01,故而显然这个极限就介于 与 <h - < h 之间 • 

例 LXXVIII 

(1) 级数 


是条件收敛的,其中 a >0. 

(2) 级数 E(-l) n (n + o)- 当 a > 1时是绝对收敛的，当0 < K 1时是条件 
收敛的，而当 s < 0时是振荡的，其中 a > 0. 

(3) 第195节中级数的和对于所有 n 的值都介于 和〜 +1 之间; 取其前 ri 项 
之和代替整个级数的和所产生的误差的绝对值不大于第 n+1 项的模. 

(4) 考虑级数 



为了避免前面几项在定义方面的困难，假设它从 n = 2这一项开始.这个级数可以 
写成形式 

+ 学], 

这也就是 n 

这里最后一步是我们的定义•级数 EV-n 是收敛的，而 EXn 是发散的，这是因为 
它所有的项都是正的，且 limnx„ = 1- 从而原级数发散，尽管它也有形式釦-扣+ 
如-…，且有知 — 0. 此例表明条件单调递减地趋向零”对于定理的真确性 
是至关重要的.读者容易验证 

V( 2 n + 1)-1< v/W+l. 

所以在这里该条件并不满足. 

(5) 如果除了‘现在是单调趋向一个正的极限 Z 之外，第195节中的其他条 
件都满足，那么级数是有限振荡的. 




[将此级数记为 E(-l) n «^n, 并首先假设 a 和6是正数 • 如果 a > 6,则有 
知 +1 X且知不趋向零.如果 a < 6,那么知 +1 <知且知 - 0( 第 IS 3 节)，所 
以一般性定理的条件是满足的 • 

在一般的情形,可以选取 7V 使得 a' = a + 尺和《/ = 6 +汉两者皆为正数，而 
心是 ^n-N 的一个倍数，其中 


(7) 条件收敛的级数通过项的重排改变和. 


) 条件杉 

[S 是级彳 


的和，而是它的前 2n 项之和，所以 Iim5 2n = S ; 将该级数重新排序变成 


两个正项后面跟着一个负项.如果《 3 „是这个新级数的前 3n 项之和，那么 


*3n = 1 + 



(1) 


现在有 

to [^-2^ + ^T3'-' + 4^T-^] =0> 

这是因为括号内诸项之和小于 n/(2n+l)(2n + 2); 又根据第161节与第164节有 




从而有 2 

limtsn = « + ^ |^ 警 - 

由此推出,级数 （1) 的和不是而是上面最后这个等式的右边.以后我们将会给出 
这两个级数之和的实 际值： 见第220节例 XC 第 (7) 題以及第9章杂例第19题. 

的确可以 证明： 条件收敛的级数总可以通过重新排序收敛于你想要的任何和， 
或者发散于 oo, 或发散于 -oo. 有关它的证明，请参看 Bromwich 所著 Infinite series 
一书第2版第74 页. 




( 8 ) 级数 1 + 忐-忐 +忐+ 去-忐 +... 发散于 ~. la * 

(3 " =，s " + 7P^ + V!^+1i + ''' + vW=Tj > ' a " + 7P^j , 

其中 ! ! 

*=» = 1 -^ + '-^S' 

当 》— 00时它趋向4极限 .I 

196. Abel 收敛判别法与 Dirichlet 收敛判别法 

—个更加一般性的判别法（它包含第195节的判别法作为一个特例）如下. 
Dirichlet 判别法 如果瀉足第195节中同样的条件，而是任付 
一个收敛或者有限振荡的级數，那么级数 


收敛. 

读者容易验证恒等式 

O0<^0 +<*1^1 + • • • + On < t>n 

= 5o (00 ~ ^l) + »1 (^1 ~ ^2) + • • • + «n-l ( 0»-1 - <f>n) + 8 n <t> n , 

其中«„ = 00 + 01 + • • • + a n . 现在级数 [<h - < h ) + (4 >i - 如)+… 收敛，这是因为 
它的前 n 项之和是如 - 知，且 lim^n = 0;而且它所有的项都是正的.同样地，由 
于 E « n 即便不是收敛的，无论如何也是有限振荡的，因此能找到一个常数 A ：, 使 
得对所 有*/ 的值都有 I 知 I < if . 于是级数 

53*1 / {<pv - 0I/+1) 

是绝对收敛的，所以当 n -00 时 

«0 (知 一 扣）+ «1 (和一办）+ …+ Sn -1 (^»-1 - < l > n ) 

趋向一个极限.最后，知(于是知么也）趋 向零; 从而 

ao *» + ai ^ i +-*- + o„^ n 

趋向一个极限,也即级数收效 • 

Abel 判别法.有另一个属于 Abel 的判别法,尽管不如 Dirichlet 判别法用得那 
样频策 但有时也是有用的. 



(1) Dirichlet 判别法和 Abel 判别法也可以用一般收敛原理（第84节）建立起 
例如，假设 Abel 判别法的条件是满足的.我们有恒等式 








除了第一个级数在 0JL2n 的倍数这一情形之外都是收 敛的. 在0是 2 k 的倍数这 
一情形，第一个级数变成它可能收敛也可能不收敛，第二个级数恒为零.如 
果I：么收敛,那么这两个级数对所有0的值都绝对收敛（例 LXXVH 第 （4) 题)， 
而此结果的全部价值就在于它可以应用到发散的情形中去.在这种情形，上 
面所写的级数是条件收敛但不是绝对收敛的，如同在下面第 （6) 题中要证明的那样. 
如果在余弦级数中令0 = rr， 就回到第 19S 节的结果,这是因为 cosmt = (-1)". 

⑶如果 .s > 0,则级数 En-cosne^n-emne 收敛，除非（在第一个级数 
的情形 W 是的倍数，且 0<K1. 

(4) 一般说来,如果 S > 1,第 （3) 题中的级数是绝对收敛的， 如果 0<s《l， 则 
它条件收敛,而当 a < 0时它是振荡的（如果《 = 0,它是有限振荡的，而当 s < 0 
时,它是无限振荡的).讨论任何例外的情形. 

⑻如果 Eonn- 收敛或者有限振荡,那么当< > S 时 Zonn- 1 收敛. 

⑹如 果么是 n 的正值函数,且当 n -» oo 时它递减地趋向零, Y.<t>n 发散，那 

么，除去正弦级数当没是:X 的倍数这一情形之外，级数都 

不是绝对收敛的.[因为,如果假设收敛•由于 cos 2 n^ | CO sn6>|， 由此 

推出5：知 cos 2 衂,也即 

ij ； 0 n (l+co82n(9) 

收敛. 但这是不可能的，这是因为 Eh 发散，而根据 Dirichlet 判别法， E~ C0S 2M 
是收敛的，除非0是 n 的倍数,而在0是 jc 的倍数这一情形,显然 |cosn0| 发 
散.读者应该写出关于正弦级数所对应的论证过程，并注意当0是 n 的倍数时，判 
别法在何处失效 .j 
197. 复数项级数 

到目前为止我们仅限于讨论项为实数的级数.现在要来考虑级数 

其中如 和是实数.考虑这种级数不产生任何真正新的困难.这个级数是收敛 
的，当且仅当级数 

都分别收敛.然而有一类这样的级数非常重要，需要加以特殊的处理.相应地给出 
下面的定义，它显然是第191节中定义的一个延拓. 

定义级教1:«„称为绝对收敛的，如果级數乙如和乙 叫都绝 对收敛，这 
里 + iw n - 










„ 绝对收敌的一个必要且充分条件是 El«nl 也即 Ev^+4) 
r«„ 绝对收敛，则级数 E 1恥1 和 E W 两者都收敛，故而 E {W 


+ K«|> 收敛： 但是 

|«n| = \/(«2+«^) < KI + kn| , 

从而收敛.另一方面， 

KI ^ V(«2+*«n)» W< 喊+咕)， 

所以，只要 EW 收敛, E W 和 EKI 都 收敛. 

显然，绝对收敛的级數是收敛的，这是因为它的实部和虚部分别收敛.通过对 
和 I： W 分别应用 Dirichlet 定理，可以立即将此定理推广到绝对收敛的复 
项级数上去. 

绝对收敛级数的收敛性也可以从一般收敛原理（例 LXXVII 第 （1) 题）推导出 
来.我们把它留给读者作为一个练习. 

198. 幕级数 

初等分析的常见函数的理论（例如在第9章里将要讨论的正弦、余弦、对数和 










(例 xxvn 第（1)，（2)， （5) 題)第《项的模与 n —起趋向 oo; 所以该级数除了在点 
z = 0 之外不可能 收敛. 显然，任何幂级数在 2 = 0都收敛. 

(3) 级數当 W < 1时恒收敛，而当卜 | 彡1时从不收敛.这在第88节中 
己给出了 证明. 对这三种可能性中的每一种可能性都己经有例子了. 

199. 幕级数（续） 

B. 如果幂级數对 2 的一个特殊的值，比方说对= ri(cos 0\+ 
isintfx) 收敛，那么它对所有滿足 |z| < ri 的 * 的值都绝对收敛. 

因为= 0( 由于是收敛的),所以可以找到一个数X，使得对所 
有 n 的值都有|0„^| < K. 但是,如果 \z\=r<n, 就有 

所要的结果可以通过与收敛的几何级数 E(r/n) B 比较得出. 

换句话说，如果级数在 P 点收敛，那么它在所有比点更接近于原点的点处 
均绝对收敛. 

例 

证明： 即使级数在 2 = 21 处有限振荡，该结论依然 成立. [如果= 00 + 0!*! + 
•••+ OnZ?, 那么可以求得 AT, 使对所有„的值有 | S „| <凡.但是 

l<*n*n = l*n - «n-l| < |»n-l| + |«»| < 2K, 

从而论证可以如前一样完成 .j 


200. 幂级数的收敛域，收敛圆 
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因为，若假设这个圔与交于卓图47)，而 P 

则是它内部的一个点.可以画一个半径小于丑的同心 

圆，使得/>包含在它的 内部. 设这个圆与 0A •交于 Q， 

那么该级数在 Q 点收敛,于是，根据定理 B, 它在/>点 

绝对收敛. 

另一方面，该级数不可能在这个圆外部的任何— 
点处收敛.因为，如果它在点 P 处收敛，那么它就 

会在所有比 P 更接近 O 的点处都绝对 收敛； 而这是 

不可能的，这是因为它在>1和0之间的任何点处都 



到目前为止我们排除了以下两种情形： （1) 级数除了 2 = 0之外在正实轴上任 
何点均不收敛; （2) 在正实轴上所有点级数都 收敛. 显然，在情形 （1) 中幂级数除了 
^ = 0之外均不收敛，而在情形 （2) 中级数处处绝对收敛.这样就得到下面的 结论： 


一个幂级數 

(1) 要么在 z = 0 收敛，而在其他点处均不 收敛； 

(2) 要么对所有2的值都绝对收敛； 

(3) 要么对于介于半轻为 A 的某个固内的所有2的值都绝对 收敛； 而对在这个 
圆外任何2的值却不收敛 • 

在情形⑶中的那个圆称为该幂级数的收敛圆 (circle of convergence), 圆的半 
径称为幂级数的收敛半径 (radius of convergence). 

应该注意到，这个一般性的结果对于级数在收敛圆上的性状没有给出任何信 
息.后面的例子表明，在收敛圆周上各种可能性都会发生. 

例 LXXX 

(1) 级数1 +似+ 士 2 +…有收敛半径 1/a， 其中 a > 0. 它在收敛圆周上的 

任何地方均不 收敛： 当2 = 1/a 时它是发散的，而在这个圆上的其他点都是有限振 
荡的. 2 3 

(2) 级数 ☆ + . + +…的收敛半径等于1,且在其收敛困周上所有点处均 

绝对收敛. 

⑶更一般地,如果当71 — OO 时有 I«n + l| / |a„| — A 或者 lonl 1 /" — A, 那么级 
数甸 + a lZ + . •以 1/A 作为它的收敛 半径. 在第一种情形 

]im\a n+1 z n+l \/\a n z n \ = X\z\, 


它小于1或者大于1要根据|2|是小于 1/A 还是大于 1/A 而决定，所以可以用 
d'Alembert 判别法(第175节⑹).在第二种情形可以类似地用 Cauchy 判别法（第 
174节 （2)). 









(4) 对数 级数. 级数 



称为（根据稍后将要陈述的理由)“对数”级数•由第 （3) 題推出它的收敛半径是 1. 
当 Z 在收敛圆周上时，可以记 Z = C08(9+i 8 il^， 于是该级数有形式 

coae -lco>2e + ioo. 3 e--- + i(^e- 1 -«n2e + 1 -^--..). 

其实部与虚部两者都收敛，虽然不是绝对收敛，除非0是 n 的奇数倍（例 LXXIX 
第（3)，⑷题，用0 + n 代替 <?). 如果0是 n 的奇数倍，那么 2 = -1, 而级数则是 
_1 一 ^ - | 它发散于 -oo. 从而对数级数在它的收敛圆周上除了点 2 = -1 

之外的所有点处都收敛. 

(5) 二项 级数. 考虑级数 


如果 m 是一个正整数，那么级数是有限的.一般来说有 




所以它的收敛半径为 1. 我们将不在这里讨论它在收敛圆周上的收敛性问题®，该 
问题要更困难一些. 

201. 幕级数的唯一性 

如果 EanZ n 是一个至少在除了 Z = 0之外的某些2的值处收敛的幂级数，而 
f ( z ) 是它的和，那么,对每个 m, 当 Z 4 0时有 


f ( z ) = ao + aiz +-+ a m z m + o ( z m ). 

这是因为，如果#是任意一个小于该级数的收敛半径的正数，那么 \ a n \ ti n <圮其 
中 A ■与 n 无关（参见第 1" 节); 所以，如果 | Z | < M , 则有 


-H 


<ia m+1 ii*r +i +io ra+2 |i*r +2 +". 


①：=1和 2 = -1 的情形在第222节中 讨论. 完整的讨论参见 Bromwich 所著 Infinite *eri«- 
书第2版第287页以及其后各页；也见 Hobson 所著 Plane trigonometry 一书第5版第268萸以 


及其后各页. 




它等于 0 ( Nl "^ 1 ), 当然更有 o (| z | m ). 特别地,这对正实数 2 成立. 

现在由例 LVI 第 （1) 题得出，如果对模小于/ X 的所有的2都有 E^ n = 
J ： b n z n , 那么对于所有 n 的值都有 On = 故而同一个函教 /( Z ) 不可能由两个 
不同的幂级数来表示. 

202. 级数的乘法 

在第177节中我们 看到： 如果和 E « n 是两个收敛的正项级数，那么 
E « nXE % = E 叫 •，其 中 


现在可以将这个结果推广到 E « n 和 E ^ n 都是绝对收敛级数的所有 情形； 因为其 
证明仅仅是 Dirichlet 定理的一个简单应用，而对 Dirichlet 定理，我们已经将它推 
广到了所有绝对收敛的级数的情形. 

例 LXXXI 

(1) 如果 W 小于级数中每一个级数的收敛半径,那么这两个 
级数的乘积是 ^2c^z n , 其中 c „ = ao 6„ + ai 6„ -i + …+ a n 6 o - 

(2) 如果 Z^nZ n 的收敛半径是且/(幻是该级数当 H 时的和，而间 

或者小丁_ / i , 或者小于 1,那么 f(z)/(l-z) = 其中 S„ = ao + £ti+-- + a n . 

(3) 通过对 （1 - a )— 1 的级数平方来 证明： 如果 M < 1，则有 （1 — Z )— 2 = 1 + 
2z + 3z 2 + ■■■. 

⑷类 证明： （ l - z ) _3 = l +32 + 6 z 2 + …，其通项为 i ( n + l)(n + 2)«". 

(5) 负整数幕的二项定理.如果 N < 1，且 m 是正整数，那么 
1 , m (m + 1) a m (m + 1) … （m + n — 1) „ 

^T = 1 … — 1 2---n~~ ^ + … • 

t 假设定理对于直到 m 的指数均为真.那么，根据第 （2) 鼠有 l /( l - z ) m+1 = 
5>以"，其中 


( m + l)(m + 2 )...(m + n ) 





且 H < 1, 那么 /(m + rn ^ z ). 【这个等式是二项定理的 Euler 证 
明的基础.乘积级数中，的系数是 


( TMt ) (二 M ;) (二 H 二 KTM :)， 


它是一个关于 m 和 m' 的多项式.根据关于正整数次幂的二项定理，当 m 和 m' 
是正整数时,这个多项式必定化为^ m + k m ， >而如果两个这样的多项式对于 m 
和 m' 的所有正整数值都相等,那么它们也必定是恒等的多项式 . 1 


•，那么 /(z)/ ⑷ = /(z + zO. [因为 /(2)的 


级数对所有2的值都是绝对收 敛的： 且容易看出，如果1 


▼ 


(8) 如果 


5 (和 n - 


C(z + /) = C(z)C(z / )-S(z)S(z , ), S(z + z , ) = S(z)C(z , ) + C(z)S(z f ), 


且有 

{C ⑻ } 2 + _} 2 = l. 

(9) 乘法定理的失效.当 E«n 和并非绝对收敛时,考虑下面的例子可以 
看出这个定理并不总是成 立的： 


«n = W» = 





此时有 
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203. 绝对收敛和条件收敛的无穷积分 

关于积分有一个理论，它与第191节以及其后各节中对于级数所建立的理论 
是类似的 • 

无穷积分 ^ 

I /⑻⑴ 

称为是绝对收敛的，如果 沈 

£° l/(*)|d* (2) 

是收敛的.可以通过 

/(x) = ff(x)-h(x), l/(s)l=g(x)-hh(x). 

来定义0⑻和 /»(*)• 那么，当/⑻取正值时， g(x) 就是 /(x), 而当/⑷取 
负值时，5⑷ 为零； 当 /(x) 取正值时， /i ㈤为零，而当 /(*) 取负值时，办㈤就 
是 -/(x), 所以 S (z) 和 h(x) 与第191节中的和叫> 相对应.显然> 0, 
h(x)>0, 且当 /(*) 连续时， (*) 和 h ( x ) 都是连续的 • 

这样就像在第191节与第193节中那样推出,积分 

£° 9 ( x ) dx , £°/»(®)dx 

当 （2) 收敛时都收敛,但是当 （1) 收敛而 （2) 不收敛时这两个积分都 发散; 且绝对 
收敛的积分是收敛的. ^ 

显然，如果|/(*)| 4於⑻，且} ^( x ) dx 收敛，那么积分⑴是绝对收敛的. 
当 （1) 收敛而 （2) 不收敛时，就称 （G 是条件收敛的.这里我们不打算深入探讨条 
件收敛的积分，不过有一类特殊的积分是特别重要的. 

假设 < ⑷是连续的») > 0, 4 f { x ) < 0,且当: c — oo. 时 0(a) — 0,那么 
则 __(*)，且 

J |^(*)|<ia:= -j°° 4/(x)6x= 

= ^^{0(**)- = 碘 (a) ， 

所以 £°^(aOdr 是绝对收敛的. 

现°在考虑积分 ^ 

£° ^(x)coste<Lr. ⑶ 



可以假设 f 是正的.我们有 


c = i J ^(x)^ aintxdx 


第 一$ 当 X ^ oo 时趋 向零. 又有 Isintel < 1,所以I〆⑻ sintel 《|少⑻|•于 
是 ^^(xjsintedx 是绝对收敛的，从而也就是收 敛的； 故 （4) 中最后那个积分当 
X -^ oo 时趋向一个极限.由此推出， （4) 的左边趋向一个极限，从而⑶是收 敛的. 
类似地， ^ 

|°° 0(s)sintodx 

是收敛的. 

最重要的情形是 a > 0以及 0(*) = ar*， 其中* > 0. 此时积分当 s > 1时是 
绝对收敛的,而当0 < * < 1时积分是条件收敛的. 

例 LXXXII 

(1) 如果0 < a < 2,则积分 f ^dx 是收敛的，且当1 < « < 2时它是绝对 
收敛的. t 分别考虑范围 (0,1),(1,°oo).] 

(2) £° ^-sinida: 是收敛的. Trip . 1930) 

⑻如果1 < * < 3,则£° 1 ~^ 8 tX dx 是收敛的，且是绝对收敛的 • 

⑷ J~ sinxCl-cosx)^ 当 o < s < 4时收敛而当 i s < 4 时绝对收敛 • 

( Math . Trip . 1934) 

⑹如果 a 介于<0和2 -卢 之軋則 是收敛的. 

( Math . Trip . 1936) 

[置 x 1 ~P = y , 并分别考虑沒< 1和/? > 1的情形 • j 

第8章杂例 

1. 讨论级数的收敛性，其中 * 是实数. 

( Math . Trip . 1890) 

2. 证明： 除了当 s 是小于 fc 的正整数这一情形之外， 


XXaw) 



是收敛的，当且仅当> r + s + 1，其中 


A«„ = «n- Un+1, A 2 U„ = A (Atln), 

等等.而当 s 是小于 fc 的正整数时，这个级数的每一项都是零.[第 7 章杂例第6题 
的结果表明：一般来说, A fc (n») 的次数是 n - k .] 

3. 证明 

y, _ n 2 + 9n + 5 _ _ 『 

•^(n + l)(2n + 3)(2n + 5)(n + 4) ~ 


( Math . Trip . 1912) 


■rft' 


5. 证明：只要 2 不是负整数，那么级数 


2 2 + z 3 3 + 2 


6. 研究级数 

E 8in ㊂， E ; — 三 ， E (- 1 , 如三 ， E G - O ， E (- 1 )" n G - O 


的敛散性，其中 a 是一个实数. 




是收敛的,其中有相同符号相连的项作成1项、2项、3项、4项……的元 素组； 
伹是，每组包含1项、2项、4项、8项……元素作成的对应的级数是有限振荡 
的. （Mat、 Trip . 1908) 
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9. 如果 U 1 ，抑, U 3 ,... 是递减的正数数列，其极限为零，那么级数 

«1 - I («1 +«2) + 1 («1 + tt2 + «3) -, «1 - 1 (tn -f «8) + 1 (»1 + «a + «b) - 

是收敛的.[因为，如果记 （ til + W 2 +••. + «„)/»! = «„ ，那么 Vi,V2,V 3 ,- - 也是极限 
为零的递减数列（第 4 章杂例第8, 16题).这表明第一个级数是收敛的；第二个级 
数收敛性的证明留给读者 完成. 特别地，级数 

1 - K i + C + K i + H ) + ."’ i _ K i + l ) + K l + H ) + … 

是收敛的 . 丨 

10. 如果 U( ) +叫+ u 2 +…是通项递减且发散的正项级数，那么 

( uO + U 2 + - -+«2 n )/( tti + U 3 + - - + «2 n + l ) 1- 

11. 证明： Q Um () a ] f ； n- 1 - a = l . [由第湖节推出有 

0 < 1- 1 -° + 2 一 + ••• + («-I)' 1 " 。 _ x- l ~ a dx < 1, 

于是容易推出 En- 1_a ^ 1/ a 和 （《 + l )/ a 之间 • 1 

12. 对所有使得级数 f ； u n 收敛的 a ; 的实数值,求其级数之和，其中 

x n - x~ n ~ l = 1 ( 1_1_\ 

Un = (2T n + X_ n ) (* n+1 + * -n_1 ) _ X-l \® n + ®- n 一 X n+1 + I -n_1 ) • 

(Math. Trip. 1901) 

[如果 W 不等于 1, 那么该级数的和为 z / {(* - 1) ( x 2 + 1)}. 如果 x = 1，那么 
«„ = 0,故而级数的和是0.如果 z = -1，则如=$ (- ir +1 , 此时该级数是有限振 
薄的 • 1 

13. 当级数 

TTI + IT ^ + lfF + -' T ^ + T ^? + T ^ + ••- 

收敛时求它们的和（其中所有的指数都是2的幂). 

[第一个级数仅当卜| < 1时是收敛的，此时它的和是々(1 -砟 第二个级数当 
N < i 时收敛于和 V (1 -而当卜 | > 1时收敛于和1/ (1 - 办 J 



不可能有模小于 I 的根,且它能有模 等于- 的根的唯一的情形是 On = -Cis(nd), 
此时 z = icis(-«) 是它的一个根. 

15. 循环级数.一个幂级数称为一个循环级数 (recurring aeries), 如果 
它的系数满足形如 

On+PlOn-l+P2On-2 + . — +PfcOn-fc = 0 (1) 

的一个关系式，其中 Ti > fc, 而 Pl ,P2, - •，奸与 Ti 无关.任何循环级数都是 Z 的一 
个有理函数的展开式.为证明这点,首先注意该级数对于模充分小的2的值一定是 
收敛的.因为由 （1) 推出 |o„| < Ga„, 其中％是前面诸系数中绝对值最大的模，而 
G = \pi\ + |p2| + --- + bfc|, 由此得到 |o„| < K^, 其中■与 n 无关. 从而对于棋 
小于 1/G 的 2 的值，循环级数一定是收致的. 

但是，如果分别用 PXZ,P2Z\ ■ - ,p k z k 乘以级数/⑷=并将所得结果 
相加，就得到一个新级数，根据（1)，这个新级数中从第 A _ 1项以后的所有系数都 
变为零,所以 

(1 +P1Z + P2Z 2 + • •. + PkZ k ) f(z) = P 0 + PiZ+ - + Pk-iZ k ~ l , 

其中丹，巧，…，巧^是常数.多项式 

1+P1Z+P2Z 2 + ■■+PkZ k 
称为该级数的关系尺度 (scale of relation). 

反之,根据任何有理函数都可以表示成一个多项式和某种形如 4/h-a 广的 
部分分式之和这一已知的结果,又根据负整数次幂的二项公式推出：任何分母不能 
被2 整除的有理函数都能被展开成一个对于模充分小的 2 收敛的幂级数,事实上， 
如果 M < p ，其中 p 是分母的根的模中之最小值（参见第4章杂例第26題以及其 
后各题).将上面的论证过程反过来,容易看出这个级数是一个循环级数.于是 ，一 
个幂级數是一个猶环级數的必要且充分条 件是： 它是2的这样一个有理函數的展 
开式 • 

16. 差分方程的解.形如第15题中 （1) 的一个关系式称为关于 o„ 的常系数线 
性差分方程 (linear difference equation in a„with constant coefficients). 这种方程可 
以用一种方法求解.将用一个例子来详细说明此方法.假设该方程是 





18. 如果 Un 是一个关于 n 的 A 次多项式，那么是一个循环级数，它 

的关系尺度是 （1 - z ) k+l . { Math . Trip . 1904) 

19. 将9/ > - l )( 2r + 2) 2 } 按照 2 的升幕 展开. ( Math . Trip . 1913) 

20. 一位作掷硬币游戏者打算对每次出现的正面记1分，而对反面记2分，他 

打算继续做此游，,直到总分达到或者超过 n 停止. 证明： 他恰好达到 n 分的几率 
是 H 2 + GO }• Trip . 1898) 

【如果 p n 是上述概率，那么 Pn = | ( Pn-l + Pn - a )； 又有 PO = l,Pl = ] 

21. 证明： 如果 71 是一个正整数，且 a 不是诸数 -1,-2, …， - n 之 一, 那么 


⑴士 - ⑴ 


[将右边的每一项分解成部分分式即得此结果.当 a > -1 时，通过将 （1 - / 

(1 - *) 和1 _ (1 _ 0：广分别 按照: r 的幕展开并分别逐项进行积分,此结果可以很 
简单地从等式 


此 )0! ⑴- 



其中第一项趋向 AB{m 4章杂例第16题).第二项的棋小于外 | £l | + | e 2 | +…+ 
I 知 |}/ n ， 其中/3是大于诸 |尽| 之最大值的任意一 个数： 且这个表达式趋向零 . j 
25. 证明：如果 c „ = ai 6„ + 026 n -i + ... + a „6 i ， 且 

An = ai + a 2 + ■ • • + On, J5 n = fcl + 62 + • • • + 6f», Cn = Cl + C2 + • • • 4- c„, 

那么就有 

Cn = aiB n + aaB„_i + ••■ + OnBi = biAn + 知人一！ + ••• + b n Ai, 

以及 

C\ + C2 + •■• + C n = AiB n + i4 2 B n _i + ••• + A n Bi. 

由此 证明： 如果级数 Eon . Efcn 是收敛的,且有和冷所以人 ^A,B n -^ 






K 1 —1+ 卜… ) 2= H ( 1+ $) + K i + H )—'， 

') 2 = 5 - K i + s ) + K i + 5 + 5 ) ■"- 

[利用第 9 题证明这些级数的收敛性 .1 t 

28. 证明：如果 m > - l,p > 0 ,n > 0,且 U m , n = j 。: r m (1 -，)" d ®， 那么 
(m + np + 1) U m ,n = npU m , n -\- 推导出 

I (1-0；”1<1* =盖 J " aT * (1- s ”* dx , 

并用适当的代换计算这些积分. ( Math . Trip . 1932) 

29. 证明 

dx 2- y /2 f 1 a ^ arcsini , 7 

( Math . Trip . 1932) 

30. 证明公式 

J 。 F {>/(® 2 + 1 ) + a: } d ®= ( 1 + 

[ x}dx = 4 J : (1 + $) F ( y ) dy . 

特别地，证 明： 如果 n > l , 那么 

[在本例以及接下来的几个例子中，都假设了所讨论的积分根据第184节以及 
其后各节中的定义有意义 .j 

31. 证明： 如果 Zysax - to - 1 ， 其中 a 和&是正数，那么，当 a ； 从0增加到 oo 
时， y 从 - oo 递增到 oo . 从而证明 



如果 /(!/) 是偶函数,这就是 ■ f ( p ) dy . 

32. 证明 ： 如果 2y = ox + 6x°- 1 , 其中 a 和6是正数,那么 y 的任何大于 s/{aS) 
的值都对应: c 的两个值 .用幻 记其中较大的一个值，而用勿记其中较小的那个 
值，证 明：当 y 从增加到 oo 时,：从 y/^/a) 增加到 00 ,而: e 2 则从 v/(&M 
减少到零.从而证明 

Cw /(,,) dI 1 = ^ /(,,) { vi ^ +1 } dv ' 

} 0 ^/(»)^=: j ^ /(v) j 舭 

以及 

33. 证明公式 

£/ (+0 


34. 如果 a 和&是正数，那么 
f 00 d ® n 

Jo (x2 + a 3)(*2-f62) = 2^ 

推 导出： 如果 a , 办 和 7 是正数，且沪彡07,那么 


r°° x 2 dx 

Jo (x2 + a2)(x2 + 62) 


r° dx n r°° 

Jo ax* + 20x^+ 7 = 2y/'(2^Ay Jo ^ 


x 2 dx _ n 
+ 2/3x^ + y = 2y/(2aA)' 


其中 A = B + y/^Py). 再在第 31 題中取 / ( y ) = 1/ i^+y 2 ), 由此推出最后一个结 
论.[当沪 < a 7 时，最后两个结论依然成立，不过此时它们的证明没有这么简单 . 1 

35. 证明 ：如果 6是正数，那么 


r°° x 2 dx = 土 r°° x*dx = n_ 

Jo 妒 - a 2 ) 2 + 6^ 一茲 ， Jo {(* 2 _ a 2f + 叫 2 = 研 


36. 如果 〆 ⑷对 a : > 1 是连续的，那么 


E = M 命⑻一£闳 〆 ⑷也， 
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其中[: cl 是不超过: r 的最大整数. ( Math . Trip . 1932) 

37. 如果对很大的 a ： 有0〃⑻ = 0(*—), 其中《 > 1,那么就有 

广 ( x ) - ^ | d ® = O ( n ~ a ) 

以及 

+ ^^ + l < t ，( x)dx + C + 0 ( n 1 -), 

其中 C 与 n 无关. ( Math . Trip . 1923) 

[注意到 

I / {^^ _ ^( n + 5)} da： 

㈠ -❶-斗 +0} 鋼 

38. 如果 ^ 

J m = J 8 in m dsina (x — 0) d 0, 

其中 m 是一个不小于 2 的整数，那么 

m ( n » — 1) Jm—2 — asin m x + — o ^) Jm - 

推导出 

—! - ° 2 ( 沪 _ -.... 

( Math . Trip . 1923) 

39. 证明：如果 



那么 u „ = ^,且有 t »„ — £° ^-dx = v , 最后一步是我们的 假设. 再用分部积分 
法或者其他方法证明 ： — 0;并推出 t ; = ( Math . Trip . 1924) 

40. 如果 a 是正数, f ( x ) 在除了原点之外的点皆连续， 

£/( x)dx = lim £/(*) da ; 
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厂 y (x) d® = /(®)dx (Math. Trip. 1934) 






















205. log® 的定义 
我们用等式 


,ogi= r? 

定义X的对数 logx. 必须假设 a： 是正数,这是因为（例 LXXVI 第 （2) 题）如果积 
分区域包含点 o: = 0, 则此积分没有意义.可以选取一个异于1的积分下限;不过1 
会被证明是最方便的.根据此定义有 log 1=0. 

现在要考虑当 a: 从0变动到 oo 时, logx 的性状如何.由定义立即推出， logs 
是 z 的连续函数，与: r —起递增，且有导数 



又由第181节推出：当: r — oo 时, logz 趋向 oo. 

如果 x 是正数，但小于1，那么 logo： 是负的.因为 
logx = J*f = -£| <0. 

此外，如果在积分中作代换 t = 1/n, 就得到 

i °« a； =£f = -ir^ =s " iog ^ 

于是当 a: 从1减小到0时， logx 趋于 -oo. 

对数函数的图的一般的形式画在图48中.由于 logx 的导数是 1/s， 当： c 很大 
时，曲线是很平和的，而当 * 很小时，曲线则很陡销 • 



例 Lxxxm 

(1) 根据定义证明 

(a) I ^<log(l+*) <* C*>0)； (b)ar <-log(l-x)< r ^ (0 < * < 1). 

[例如对 （ a ) 注意到 10 8 ( 1 +*) = |^^,而被积函数介于1与 l/(l + x ) 之间 .] 

(2) 证明不等式 1 




W 2x+ 1 g 2x(x + 1) ' ； (mam.i rtp.i»oi, i»oo, ufooj 

(3) 证明： Hm^ = Um 气 H 1. [利用第⑴ j®.j 

206. logs 所满足的函数方程 
函數 log a: 满足函教方程 

f(xy) = f(x) + f(y). (1) 

因为,作代换 t = 就看出 
一 

=logar -log(l/y) = logs + logy, 

这就证明了定理. 

例 LXXXIV 

(1) 可以证明 ：方程 （1) 没有具有微分系数且与 logo; 本质上不同的解.因为当 
我们对该函数方程求导时，第一次关于; E 求导,然后关于 y 求导,就得到两个方程 

vr(xy) = r(x), ®/ , (xy) = r(y); 

所以，消去 /'(x») 得到 xf'(x) = y/'(y). 但是如果此式对于每一对 z 和 y 的值都 
成立，则必定有 z/' ㈤= C7, 也 即有广 ⑻= C/x, 其中 C 是一个常数.从而 

/(a：) = J ^dx + (/ = Clogx + G , , 

代入 （1) 得到 <7' = 0. 故而除了取 C* = 0所得到的平凡的解/㈤= 0之外,没有 
本质上与 logx 不同的解存在. 

(2) 用同样的方法 证明： 方程 

/( 1 ) +/( 9 )=/ (尚） 

















设卢 是任意一个正的有 理数. 那么当 t > 1时有< 0 - 1 ，所以 


' oex= [f < [^ ; 

从而对 a: > 1有 

, x ^-1 

logx<i - <T . 

现在，如果 《 是正数,则可以选取一个更小的正数 A 这样就有 

但是当 a: — oo 时有 x^~ a -» 0,这是因为 13 < a, 于是就有: c— 0 logs — 0. 

209. 当 a: — +0时 log x 的性状 
由于当 a: = 1/y 时有 

log® =-y° logy, 

由上面证明的定理推出 

v 1^0 yOl0gl, = - l i^ oe * _a log* = 0 - 

于是，当 a: 取正的值趋向零时, logo: 趋向 -oo, 而 log(l/*) = -logz 则趋向 oo, 伹 
是 log(l/aO 比 1/* 的任何正幂次（整数或分数次幂）趋向 oo 的速度都要慢. 

210. 无穷大的尺度，对数尺度 
再次考虑函数序列 

X, y/x, ^X, ••• , y^X ,.... 

它有如下 性质： 如果 /(*) 和 4>(x) 是包含在其中的任何两个函数，那么当 
时， /Or) 和 <f,(x) 两者都趋向00,而 /(*)/ 多 Or) 趋向零或者趋向 oo, 要根据在该函 
数序列中 /Or) 是出现在 <f>(x) 的右边还是左边来决定.现在可以通过在所有已经 
写出来的函数的右边插入新的项来延续这一序列.首先可以插入 logx , 它比原有的 
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被 ( log \ ogx ) a "- p " 所 控制. 从而，如果 a >汍或者 a = A 且 Y > /?'，又或 
a =卢〆=次且>沪时，均有/ (or) -» oo; 而当 a < P , 或者 a = /3 M . a , <0\ 
又或 0 = /3，《，=痺且《"<#时，均有 /(aO-0. 1 
(5) 根据当 a: 很大时无穷大的阶的大小样列如下函数 

x xy/(\ogx) alogloga j log log log i 
VOog®)，logiog* ’ ^(log®) ’ ^/(loglogx) • 

⑹证明，对很大的: E 有 

log(x + l)=loga; + oQ), |log|r{ = | + °(^) 
log log = -logx + log2 + 0 (I) ， log (xlogx) ~ logx. 

⑺证明 

I l 0 gl 0 gX 'Ixlogx^togx = loglogloga： '-" 

⑻ 证明： 曲线！ / =，(log;c) n ( 其中 a: 是正数,且 m 和 n 是大于1的整数）至 
少有两个拐点,且有可能有更多的拐点.概略描述该曲线当 n 为奇数时的 形状. 

(Math.Trip.l927) 

211.数 e 

现在要引进一个数，通常用 e 来表示它，它与》相似，是分析中的基本常数 

之一. 

定义 e 是其对數为1的那 个数. 换句话说, e 由等式 

-If 

来定义.由于 log® 是 z 的在第95节的严格意义下的增加函数，故而它只能取值1 
一次.从而我们的定义是有明确意义的 • 

现在有 logxy = logx + logy, 所以 

logx 2 = 2 logx, logz 3 =3 logx, …， logx n = nlogx 


其中 n 是一个正整数.于是 


loge n = nloge = n . 



此外,如果 P 和 g 是任意的正整数，且表示 e» 的 9 次方根，则有 
p = loge* 1 = log {f /q ) q = ?loge ,,/, , 

所以 logeP/9 = p / q . 这样一来，如果 y 是任意一个正有理数，而 # 表示 e 的正的 y 
次幕,就有 

loge» = y， ㈤ 

且 loge-« = - loge* = - y . 故而等式⑴对 y 的所有有理数值（正的或者负的）均 
成立.换句话说，等式 

y = ] ogx , x = e w (2) 

互为对方的推论,只要 y 是有理数，且 e» 取正的值.目前我们还没有对指数是无理 
数时的 形如# 的幂给出定义,而只对 J/ 的有理数值定义了函数 e». 

例 

证明 2<e<3. [首先显然有 



所以有2 < e .又有 

所以 e < 3. 1 

212. 指数函数 

现在来对 y 的所有实数值来将指數函数#定义为对数函数的反函数.换言之， 
如果 yslogz， 我们就记 

x = e w . 

我们看到，当 a: 从0变化到 oo 时,1/在严格意义下递增,且从一 oo 变到00•从 
而 y 的一个值对应于 a: 的一个值,且反之亦然. y 还是 z 的连续函数，而由第 110 
节推出， a： 也同样是 y 的连续函数. 




我们看到，对于任何正的 的值，当 X — 0C 时有 x-^logx 4 0,用 a 代替 
m 就看出对于任何 a 的值都有 z- 1 (logx) a 0.取 z = M 即得此结果.同样显 
然的是，如果7 > 0,则趋向 oo, 而当 7 < 0时它趋向0,且在每一种情形它都 
比 y 的任何幂趋向相应的极限更要快. 

由此结论推出，可以构造出一组•^穷大的尺度”，它与第210节所构造的无穷大的尺度 
类似，但是是向相反的方向延伸开来，也就是说是一列函数作成的尺度，它们当 : c — oo 时越 
来越快地趋向 op ①这一尺度就是 















由于指数函数是连续的，由此推得当€ oo 或€ — -oo 时有 
( 1 + |) € = e C«o*<i+WC)) — e *; 

也即 《 « 

A^( 1+ f) =Ao( 1+ i) =e :. (2) 

如果假设€仅仅取整数值趋向 OO 或者 -oo, 就得到由等式 （1) 所表示的结论 • 

(2) 如果 n 是任意一个正整数，且 z > 1，则有 

r 出 V— r dt 

J! t»+(Vn) < Ji T < Jj «»-(»/») * 

也即 

n (1 - x- 1 /") < logx < n (W - 1) . (3) 

记 y = \ ogx,x = BV . 则根据 （3) 并经过简单的变换之后得出 

如果0<<<1，则由第74节的⑷有 

所以 

(i-o _n <(i-«4r 1 . ⑻ 

特别地，如果 e = y 2 /n\ 且 n > y 2 , 则 （5) 为真 • 于是 

(i-f)'(w + 時 u 

当 n — 00时它趋 向零; 现在由⑷就得出 （1). 

我们将以下问題留给读者 解决： （i) 当0 < * < 1时在讨论中作出必要的改变， 
以及 （ii) 对于负的 a; 推导出结论. 



limn (1 - ar 1 ,") = limn ( x 1/n - l) = log:. 


n {x l f n 一 l) 一 n (1 一 *-Vn^ = n - 1) (1 _ ar 1 ， 1 *) ， 

当 n — oo 时它趋向零,这是因为 n (x 1 /"-!) 趋向一个极限（第 75 节)，而 x _ 咖 
趋向 1( 例XXVII第 （10) 题).现在由第215节的不等式⑶就推出此结论. 


[将 nlog(l + C«) 写成 


z (手) log (1+6Q , 


(l + C«) n -0. 

( 4 )由第215节的 （1) 推导出 定理： e v 趋向无穷要比 y 的任何次幕趋向无穷更 



故而，只要计算出10 & 10,就容易从一种对数系统过渡到另一种对数系统. 

详细讨论对数的实际应用并不是本书的一个 目的. 如果读者对此不熟悉的话， 
可以参考一本代数或者三角的教科书®. 

例 LXXXVIII 
(1) 证明 

D a e M coabx = re ax co 8 (bx + 0 ) f D,e°* sinte = re°* sin (6x + 0)， 


其中 r = ^/(a 2 + 6 3 ), cos0 = a / r , sind = b / r . 由此确定函数 e ax cos bx , e°*8in6a: 的 
n 阶导数.特别地,证明 


(基) eaXflin6x = (<*sec0) ,, e o *8in(6® + nd). 



⑹ 证明： 如果 a > 0,那么 


⑺如果 J„ =je ax x n dx, 那么 a/„ = e°*i n -n/„_i. [分部 积分. 由此推出，对 
所有 n 的正整数值 ，心 都可以计算 .j 

(8) 证明： 如果 rr 是一个正整数，那么有 


[V—- (m- 答 -...-f) 

以及 

厂 e~*ar n da: = n!. ( Math.Tr 

⑼证明: 

厂 e* 俨 d« = (-1 广 1 n!e* {e_*+ + + (-1 广 1 

并推出，当 x > 0时, e-* 大于或者小于级数1- 1 + 妄…..的前 „+1 项之和， 

视 n 是奇数还是偶数而定. ( Math . Trip .： 

(10) 如果 u„ = e -t t n dt, 那么 u„ - (n + x) «„-i + (n - 1) xUn- 2 = 0. 

( Math . Trip .1930) 

(11) 将 J m = £° a^e^cossdx 和 《/„» = £° a； m e _ *8in:cdr 用 J m _i 和 Jm-i 加 
以 表示; 并证 明：如 。果 m 是一个大于1的整矗，则有 


FB, 要 
1934) 


Im - ml m -i + (m - 1) / m ^a = 0. 

在上面最后的关系式中取= mlun, 以确定 / m 的值. (Motfe.Trip.1936) 

(12) 指出如何求 e* 的任何有理函数的 积分.【令 * = logu, 此时有 e* = 
u,6x/du = l/u, 该积分被变换成 u 的一个有理函数的积分 .] 

(13) 证明： 我们可以对任何形如 

P (x,e°*,e 6 *, - - - ,coslx,co6mx, ■■- ,sinlx,ammx,-■ •) 


的函数进行积分，其中 P 表示一个多项式. 




(14) 证明： f 厂知丑⑷乜 是收敛的，其中 A > 0,而 a 大于丑⑻的分母的最 
大的根.[这可以£下述事实 推出： > 比 z 的任何次幂趋向无穷大的速度都 要快] 

(15) 证明：|°°对所有 / i 的值都是收敛的，其中入 > 0;同样的结 

论对于厂 e - A * 2+ 〜dx 也成立，其中 n 是任何正整数 • 

(16) 1 出 e^.e-^.xe-.xe-.xe^.xe- 2 以及 rclog* 的图形，确定这些函数的 
任何极大值以及极小值以及它们的图形上的任何拐点 • 

(17) 证明 ：方程 = to (其中 a 和 6 是正数）有两个实根、一个实根或者没 
有实根，根据 <> > 肪, 6 = ae 或者 6 < ae 来 决定. [曲线 y = 在点⑷ e°«) 处的切 
线是 

y - e ^= ae ^( x -0, 

当敁=1时，该切线经过原点，所以直线 y = aez 在点 (l/o,e) 与曲线相切•当我 
们画出直线V = 6:r 时，结论就变得显 然了. 读者应该讨论 a 为负数或者6为负数， 
或者它们两者均为负数的情形 .j 

(18) 证明： 除了: c = 0之外，方程 e* = 1 + :r 没有实根，而 P = 1 + ® 有 

三个实根. 6 

(19) 证明： 有两个静止值 (stationary value), —个在原点，另一个接近在 

x = 5{ l - e- 5 ). ( Math . Trip . m 2) 

(20) 双曲函数.双曲函数 coehx®，rinha:， …由等式 

coshx = i (e* + e ~ x ) , sinhx = | (e* - e - *) 

定义.画出这些函数的图形. 

(21) 建立公式 

coBh (― x) = coshx, sinh (― s) = — sinh®, tanh(—x) = — tanhz, 
cosh 2 x — sinh 2 a: = 1, sech 2 x + tanh 2 x = l , coth 2 x — cosech 2 x = 1, 
cosh2a; = cosh 2 * + sinh 2 *, smh2z = 2sinhzcoshx, 
cosh (a： + y ) = cosh a: cosh j/+ sinhx sinh y, 


sinh(s + y ) = sinhxcoshy + coshxsinhj/. 


①“双曲余弦有关这一术 S 的说明，见 Hobeon 所著 Trigonometry 一书第 XVI*. 



(22) 验证：用 coshz 代替 cosa:, 用 isinha: 代替 sin a:, 则这些公式可以从 cos a: 
和 S in:c 对应的公式推导出来 • 

[同样可以得出，对于包含 cosnz 和 sinnx 的所有可以从 cos a: 和 smx 对应的 
初等性质推导出来的公式,此结论依然 成立. 关于这种相似性的理由将在第10章 
中给出 .1 

( 2 3) 将 cosha; 和 8 inh2(a) 用 cosh2x 表示， （b) 用 sinh2z 表示. 对于符号中可 

能出现的任何不明确之处加以讨论 • （MaW.7Vip.1908) 

(24) 证明： 


D x tanhi = 


= sinh i, i> z smbz 
ich 2 *, D x cothx = 


D z sechx = -sechxtanhx, D x coaechx = -cosechxcotha, 
i? x logco6h£ = tanhz, D x log|sinh x\ = coth x, 

D x arctane: = ^secha:, D x log |tanh = cosechx. 


丨当然,所有这些公式都可以变换成积分学中的公式 .J 

(25) 证明 coehx > 1 以及 -1 < tanhx < 1. 

(26) 证明：如果< a; < 而1/是正数，且 cosxcosh{/ = 1,那么 


y = log(8ec® + tanz), D x y = secx, D v x = sechy. 


(27) 反双曲函数•记 


8 = sinhz, t = ttuihz, c = coshx, 

并 假设: T 取所有实数值递增. 

①函数.递增，且取每个实数值恰好一次.方程 sinha: = S 有唯一解 

我们将它记成 argsinha®. 

® 函数《当 a: 增加时递增,且当 a: — oo 以及 * -oo 时有极限1和 -1 .方 
程 tanhx = f 有唯一解 

x = l log T^f 

①现代数学中反双曲正弦函数的常用的标准符号是 ar«inh* 或者 sinh' 1 *, 以下其他反双曲函败也 
有类似的符号，不再赘述，读者可以査 S 有关的教材或者手册了解相关的数学符号.——译者注 




a (第三个公式).这些公式给了我们写出第6章中诸多公式的另外一种可供选择的 
方法. 

(28) 证明 

Jv<(x = 叫 v /^十 v ^}— 


(29) 解方程 acosh* + 6sinhi = c, 其中 c> 0, 证明：如果6 2 + C 2 - a 2 < 0,则 
它没有实根，而当 ft 2 + c 2 - a 2 > 0时,它有两个实根、一个实根或者没有实根，要 
根据 a + 6和 a - 6是两者皆为正数、两者有相反的符号或者两者皆为负数来决定. 
讨论6 2 + 0 2 -«» 2 = 0的情形. 

(30) 解联立方程 


(31) 当 ® — oo 时; r 1 /* -f 1. [因为 x l ， x = 且 （logs) /a: — 0. 参见例 

XXVII 第 （11) 题 .j 又 证明： 函数 x 1 /* 当 * = e 时有极大值,并对正的 a： 的值画出 
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[因为 


所以 

log Un ~nlogi. 

见第4章杂例第17题 . 1 

(34) 当 n — 00时有 e-^. [在第 （33) 题中取 = n~ n n!.] 

⑽屬一. 

(36) 讨论方程 e^x 1 000000 的近似解 • 

丨通过一般性的图形考虑容易看出，该方程有两个正根，一个比1大一点儿，而 
另一个则非常大®且有一个是比 _1 大一点儿的负根.为了粗略确定大的正根的 
大小，可以如下 进行. 如果# = V 000 coo, 那么，由于 13 . 82 和 2 . 63 分别接近于 
loglO 6 和 log log 10 6 的值，故而粗略地有 I = lOMogx, logx = 13.82 + log log®, 
log log a: = 2.63 + log (l + H: ). 由这些等式容易看出，比值 log a: : 13.82 和 
log log a: : 2.63 与 1 相差不大，且 

x = 10® (13.82 + loglogx) = 10 6 (13.82 + 2.63) = 16 450 000 

给出这个根的一个可以接受的近似值,所产生的误差可以粗略地用 10 6 (l O glogx- 
2.63) 或者用 (I0 6 logloga:) /13.82 或者用(10 6 x 2.63) /13.82 来表示，此数小于 
200 000. 这些近似值当然都是相当粗略的，但足以使我们对于根的无穷大的尺度有 
—个好的想法 • 

类似地，讨论诸方程 e* = 1 000 OOOx 1 ooo ooo，〆 = a: 1 000 000 °°°. j 
218. 级数和积分收敛的对数判别法 

在第8章里（第181，185节）我们证 明了： 

当 a > 1时收敛，而当 s 《1时发散.于是 En _1 发散，但是 En -1 - Q 对所有正的 
a 的值都是收敛的. 

①当然，术语“非常大”在此并不是第4聿中所说明的技术童义上来说的.它的含义是“比初等数学中 
通常出现的这种方程的根要大得多”.术语“小一点儿”也必须类似地加以解鞾. 
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然而在第210节中我们看到,借助于对数可以构造出这样的函数，它趋向零要 
比 n - 1 更快，但是比任何幂 n - 1 - 0 趋向零都要慢.例如 n -^ logn )- 1 就是这样一 
个函数,而级数 ^ t 

是收敛抑或发散这一问题不可能通过与任何这种类型的级数作比较而获得 
解决. 

对于级数 


log log ^ 

"^( logn ) 2 

来说有同样的结论成立.重要的是要寻求某些判别法,这些判别法使我们能确定像 
这样的一些级数是收敛还是 发散； 而这种判别法容易从第180节的积分判别法推 
导出来. 


由于 


^(logx ) 1 - 1 


D z loglogx 




.(logf-Gogf 


J!^ =iogiog «- iogiogfl 


(如果 a > 1) •如果 s > 1, 则第一个积分当 ^-*00 时趋向极限 （ loga ) 1 -/^ - 1)， 
如果 S < 1,则该积分趋向 oo . 而第二个积分趋向 oo . 从而级数和积分 



r 


dx 



当 s > 1时收敛，而当 s < 1时发散，其中 no 和 a 大于 1. 

由此推出，如果对于很大的 n ， 有余 ㈨ = 0 ( n ( k ^ p )， 其中 《 > 1，那么级 
数 ！>( n ) 收敛,而如果 < f >{ n ) 是正的，且 

点=0(— «)’ 


则此级数发散.我们把与积分相对应的定理的陈述留给读者完成. 
例 LXXXIX 
(1) 诸级数 




发散.因为对每个 p (不论多大)和每个正数 <5( 不论多小）有 (logn) p = 0 (n s ),m 
(loglogn) p = o{(logn) 4 }. 从收敛性的观点来看，在每一组级数的前面两个级数 
中，包含 logn 以及 loglogn 的因子，以及在每一组中的第三个级数中包含 loglogn 
的因子都是可以忽略不计的. 

⑵像 

^nlognloglogn 1 二 
这样的级数的敛散性不能用本节前面所给出的定理加以解决,这是因为在每一种情 
形,求和号下的函数趋向零都比 rr 1 (logn)' 1 趋向零更快,而比 n- 1 (logn)— 1 ” 趋 
向零要更慢一些，其中《是一个任意的正数.对于这样的级数还需要更加精细的判 
别法.从等式 





xlogxlog 2 i - log ik _ 1 *(log fc a:) ' 


d® + x log x log 2 x • • • log fc _! x log* i 

出发（其中 log 2 ® = log log x, log 3 x = logloglogz,---®), 读者可以证明下面的定理： 
级數和积分 


厶, 




lognlog 2 n• • • log*.! n(log fc n)*' J a xlogxlog 2 x• • • logfc., x (log fc x ) 9 

当 5 > 1 时收敛,而当 a < 1 时发散, no 和 a 是足够大的数，它们确保当 n > no 或 

者 a 时， log fc ri 和 logfci 都是正数.当 ife 增加时， no 和 a 的这些值增加得 很快： 

例如 log® > 0需要 rc > l,log 2 a: > 0需要 z > e,log 3 1 > 0 需要: r > e e ®， 如此等 
等;容易 看出： e。> 10,〆 > e 10 > 20 000, 〆• > e 20 000 > 10* °°°. 

读者应该注意到，像 e e •和 e/ 这样的更高的指数函数随着: r 的增加而增加 

得极其迅速.当然，同样的说明对像"和这样的函数也同样适用，这里 a 是 

任何一个大于1的数.有人计算过，9 99 大约有369693100位数字，而10 1()1 °当然 


① 不要将这个记号与第 

② 此处的 log 3 x>0j| 


Snoglogloga:>0«#log 3 * 









有 10000000001 位 数字. 反过来，更高的对数函数的增长率是极慢的.例如，要使 
得 loglogloglo ga： >l, 就需要假设: C 是一个有超过8 000位数字的数① 

宇宙中质子的个数估计有 10 80 个,而可能有的棋局数有 10 1D *° 个. 

(3) 证明 ：积分 J^{log <Lr 当《 < -1 时收敛，当 * > -1 时发散，其 
中0 < a < 1. 断究 

当 e 4 +0时的性状.这个结论还可以通过引入更高的对数因子而得到加强 .] 

⑷证明：] 0 1 士{ 1 叫©厂 <1； "对所有 3 的值均发散.[上面最后—个例子表 
明： a < -1 是该^分在积分下限收敛的一个必要 条件； 但是，如果3是负数，则当 
工 —H _ 0时， {i og (l/z)}- 与 （1 - *)* —样趋向 oo, 所以当《 < -1 时,该积分在积 
分上限发散 . 1 

dx 收敛的必要与充分条件是 a>0,5>-l. 

⑹研究 r - rr -^- - 7T 的收 敛性. ( Math . Trip . im ) 

Jo (l+x) 6 {l + (log*) 2 } 

例 XC 

(1) Euler 极限•证 明：当 n — oo 时 

^(n) = l + i + |+-+ ^y-logn 

趋向一个极限7,且 0 < 7 < 1 .[这由第 180 节立即推出 • 7的值是 0.577 …，7通 
常称为 Euler 常数 (Euler’s constant).] 

(2) 如果 a 和&是正数,那么当 n - oo 时 

l + -^Tb + ^hb + - + - ^og(° + "6) 

趋向一个极限. 

(3) 如果0 < s < 1，那么当 — oo 时 

沴 (n) = 1 + 2 - + 3- + . - + Cn - 1 )~* - 


趋向一个极限. 







(4) 证明： 级数 


i+ ^l) + ^FI) + " 

是发散的.[将此级数的通项与 (nlogn)- 1 加以比较 • 1 

(5) 第183节中 a = 1情形.当第183节的等式 （1) 中 a = 1时，取 u„ = 
(nlogn)" 1 , 此时 发散. 这是因为 

!2 ^ 2 = 士{ 1 °*" + : +0 (各)} =1+ 丄 +0 (去)， 

我们就有 

= = i_I_^_ + o^V 

Un (» + l)log(n + l) n nlogn \ n 2 J 

从而对很大的 n 就有 v n + 1 / v n > un + i / un , ttM 发散. 

(6) 一般性地，证明 ：如果 E«n 是正项级数，且 


那么 E (« n / 知 -丨）是收敛还是发散,要根据 E 如 收敛或者发散而 确定. [如果 E«n 
收敛,那么趋向一个正的极限 i , 所以 E ( UnAn - l ) 收敛•如果 E « n 发散，那 
么 a*»-i -» oo , 且 

(例 LXXXin 第 （1) 思)； 显然，当 n- oo 时 

log — + log — H - h log = log — 

Sl S 2 «n-l «1 

趋向 OO. 1 

(7) 求级数 1 一 $ +1 - •.的 和. [根据第 （1) 题我们有 

1 + i +-+^ = log (2n + l)+7 + 0(1), 

2(U+-+$) =log(r» + l)+7 + o(l), 

SS 7 表示 Euler 常数.相减并令 n-» oo 就看出所给级数的和是 log2. 也见第 



£(-ir(i+|+...+ 由 -― -c) 


除了 C = 7 的情形之外为有限振荡，而当 C = 7 时它收敛. 

219. 与指数函数以及对数函数有关的级数，用 Taylor 定理展开 e* 

由于指数函数的所有导数仍等于指数函数自己，我们有 

其中0 < 0 < 1. 但是，无论 a: 取什么值，当 n — oo 时都有 x n / n \ 0( 例XXVII第 

(I 2 ) «>. 且有< e*. 因此,令 n 趋向 oo, 就有 

e x = 1 + a: + ^ + ... + ^ + .... ⑴ 

这个等式右边的级数称为相数级數 (exponential series). 特别地我们有 


e = l + l + $ + …十士 + …， （2) 

所以 x 

(1 + 1 + 士 + -. +S + …) =l+®+| r + .-- + ^ r + -- , (3) 

这个结果称为指教定理 (exponential theorem). 又对所有取正值的 a 有 

a J = e 8lo «° = l + (aloga) + ( gI 》 a ) 2 +... ⑷ 

读者会注意到,对毎一项求导，指数级数有重新生成自己的性质,且没有任何其他的幂级 
数具有这样的 性质： 这方面某些进一步的注释请见附录 2. 

e * 的幂级数是如此重要，以致值得我们用另外一种与 Taylor 定理无关的方法对它加以研 
究设 a 

■ R * ㈤ =1 + * + 备 + ... +备， 

并假设 a : > 0.那么 

此式当7» > 1时小于五„ ⑻. 又只要 T »> X , 根据负整数次幂的二项定理就也有 


(wr— ©+ 誓 ©、… > 峨 _ 



从而有 


(l+I)" <£„(*)< (l-^) (n>*). 

但是（第 215 节)，第一个与最后一个函数当《 — oo 时趋向极限 e ' 于是 (*) 必定也趋向 
同一极限.这就对； r 为正数的情形证明了 （1) .当 * 为负数时， （1) 的正确性可以从指数函数 
所满足的函数方程/⑻ f ( y ) = f(x + y ) 推出（例 LXXXI 第⑺題). 

例 XCI 

⑴证明 


工 2 ■ , 


r + 4 f " 

匕指数级 


X 3 . . 


= x + ¥ + 5 f + - 
(2) 如果 z 是正数,那么指数级数中最大的项是第 W + 1项， 除非： r 是 整数； 
而当 o: 是整数时,它的前一项与它相等. 

⑶证明 n! > (n/e) n . [因为 n"/«! 是 e" 的级数中的一项 • j 
⑷证明 e" = ^ (2 +负+ 5 2 )，其中 


• 1 + 1/ (1 + 1/) (l + 2 i /) 


§2 = (1 - 1/) + (1 - */) (1 - 2i/) + • • • , 


而《/ = l/r»; 并推出 n! 介于2 (n/e) n 和2 (r» + 1) (n/e) n 之间. 

(5) 用指数级数 证明： e 1 趋向无穷要比 a: 的任何幂趋向无穷更快. t 利用不等 
式 e* > x n /nl ] 

⑹ 证明. • e 不是有理数.[如果 e=p/g, 其中 p 和 g 是整数，则必有 

i =1+1+ s + s + ' + ? + 


用《!来乘,即得 

9! (卜卜 1 -士 ^) = ? TI + (« + l ) 1 (9 + 2) + ，： 

而这是不可能的,这是因为它的左边是一个正整数,而右边小于(?+1)- 1 +(?+1)- 2 + 


(7) 对级数 f；P r (n)^ 求和，其中 P r ⑻ 是一个关于的 f 次多项式.两 
以将 iV(n) 表示& 





—般来说有 X v ( t )< 推导出指数定理. 

(15) 证明： x 2 +p = a 2 的正根按照 p 的幂展开的前面几项是 


小 -!P lc 


220. 对数级数 


另外一个展开成 a： 的幂的重要的展开式是 log(l + x ) 的展开式.由于 
l0e(1 + X) = [lT-f 

且当 * 的绝对值小于1时有1/ (1 + 1) = 1 - < + * 2 - …，自然期待$当 -1 
时 log (1 + ar) 就等于对级数 1-i + t 2 - …从 t = 0 到 t = o: 逐项积分所獨 
数， 也即等于级数 + 事实上这是正确的.因为 

所以,如果3：>-1，则有 

log(l+x)=£ I ^ = X- y + .- + (-l) W_l ^ + 

其中 

如果0 < s < 1，那么当 m -* oo 时有 

如果-1<3：<0，且0： = -&则有0<€<1,那么 

且有 

所以再次有 Rm — O . 于是，只要 一1 < * < 1,就有 

10§(1 + *) = *-^ + |® 3 - 




这个结果已经在别的地方得到了证明（例 XC 第 （7) 题). 
221. 反正切函数的级数 


=x — + ^ar 5 - 


仅有的区别在于它的证明要更简单一点,这是因为 tarn 是一个奇函数，故而只需 
要考虑: r 的正的值即可，且该级数当 x = -l 以及当= 1时均收敛.我们把有关 
的讨论留给读者完成.当 -1 < * < 1时，该级数所表示的 arctanx 的值当然介于 
与 > 之间,而在第7章里（例 LXIII 第⑶题）所看到的是该积分所表示的 
值.如果: r = l, 就得到公式 


(1) 如果 -1 < 0! < 1，则有 log • 土 J + I® 3 + ■ • • • 

(2) 如果 一1 < Z < 1，则有 argtanha;=ilog = x + ^x 3 + |x 5 + ■ 

(3) 证明： 如果: r 是正数，那么 _；C 


tog ㈣ =1 a + 盖 ㈤’ 


(4) 对 log(l + a;) 和 arctana: 用 Taylor 定理得到它们的级数 • 

[如果用的是 Lagrange 形式的余项，那么当; r 是负数时,在讨论第一个级数的 
余项时会出现 困难; 这里应该用 Cauchy 形式的余项，也即 
„ (-1 广 X # 

垛 (l + tof 

(参见第152节的 （2) 以及第168节中关于二项级数的对应的讨论). 

在第二个级数的情形，我们有 

arctanx = 巧 -1 (1 + a 2 ) -1 

= (-l) n_1 (n - 1)! (a 2 + l) - ^ n 8in{narctan (1/»)} 






404 故數学教程 


(例 XLV 第 （15) 题)，且关于余项的处理没有困难，该余项的绝对值显然不大于 


[利用恒等式 y=(l + 这个级数可以用来计算 log 2,这也是 

计算级数1 - ^ | …的一个目的,但由于此级数收敛缓慢,故而在实际上并没 

有什么用.取 W = 2并计算 log2 到小数点后三位 .] 

(8) 利用公式 

Iogl0 = 31og2 + log(l + i) 
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给出 log 13的一个误差实际上等于 0.000 15的近似值. ( Math . Trip .1910) 

(11) 证明 

ilog2 = 7a + 56 + 3c, |log3 = llo + 86 + 5c, i log 5 = 16a +126 + 7c, 

其中 a = argtanh^-,6 = axgtanh^,c = argtanh^j. 

[这些公式使得我们能以任何精确度迅速求出 log2，log3 和 log 5 的值 .] 

(12) 证明 


ni + arctan 士 = 4arctan^ — arctan 


;jr = arctan - 
并计算 n 到小数点后第六位. 

(13) 将 log {1-log (l-a:)} 展开到 z 3 的幂，并用 */(l + x) 代替 a; 推导出 

log{l + log(l + x)} 的对应的展 开式. ( Math . Trip . m 3) 

(14) 证明 ： （1 + x ) l + x 展开成 z 的幂级数的前几项是1 + z + * 2 + ix 3 . 

( Math . Trip .1910) 

(15) 证明： 对很大的: c 的值近似地有 

logi 0 e - V{*(of + l)}log 10 (1^) ; ■ 


对 a: = 10应用此公式以求得 log 10 e 的一个近似值，并估计所得结果之精确度. 

(Math.Trip.m0) 


(16) 如果 


且1 < 1/ < 3,那么2/ = - cothz. 求 2i 的一个在 -3 < » < -1 内适用的一个类似 
的展开式. （MaHVip.1927) 

(17) 利用对数级数以及以下事实 


log 10 2.375 8 = 0.375 809 9…, log 10 e = 0.434 3… 

证明：方程 i = 100 log 10 1 的一个近似觯是 237.581 21. ( Math . THp .1910) 

(18) 将 logcoecr 和 logsinx- logx 展开成 a: 的幂级数直到: r 4 项，并验证，到 
a： 4 为止有 

log sin I = logx - ^ logcoex+ ^ log cos |a:. (Math.Trip.1908) 
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(例 LXXXI 第 （5) 题).当 m > 0时它趋向零，而当 m < 0时不趋向极限（例 
LXXXIV 第⑶题).于是，该级教对 a: = -1 收敛当且仅当 m > 0,且当 m = 0时 
其和为1，而当 m>0 时其和为 0. 

例 XCIII 

(1) 证明：如果 — 1 < ® < 1，那么 

= 7 ^ = l+ ^ + ^ x<+ "'- 

(2) 二次根式以及其他根式的逼近•设 v /冠 是一个二次根式,要求它的数值•设 

7V 2 是与 M 最接近的平 方数； 并设 M = /V 2 + :r 或者 M = TV 2 - t 其中圮十:数 
由于 Z 不可能大于尺，故而 X / N 2 比较小，且>/好= Ny /{1 ± (*/AT2)} 可以表示 
成级数 , 、 

4 ± 浪)-雖) ± ...}. 

无论如何此级数都是比较快地收敛的.例如 

㈤ -吕 (訂 +■ } 

验 证：取 8^|(头两项所给出的值)作为近似值是一个比精确值大的近似值，其 





其误差的阶是 x 4 / N 7 . 用它来计算\/997. 

(4) 如果 M 与 AT 3 相差小于这两个数中随便哪个数的百分之一，那么 W 与 

|jV + |AfN- 2 相差小于 N /90 000. ( Math . Trip . m 2) 

(5) 如果 M = JV 4 + a:， 其中 x 与 N 相比较小，那么 •yM 的一个好的近似值是 

51 5 M 27 Nx 

56 + 56^3 + 14(7 M + 5 N 4 )' 

证 明：当 AT = 10, * = 1时,该近似值精确到小数点后16 位. （Ma 仇 IVip.1886) 

(6) 指出怎样对级数 

求和,其中只 • (《) 是一个关于 n 的 r 次多项式. 

[如同在例 XCI 第 （7) 題中那样，将 P r (n) 表示成 A) + ^in + y4 2 n(n-l)+-- 
的形式 . 1 

223. 建立指数函数和对数函数理论的另一种方法 

现在我们要来概述一种方法，由此方法可以按照与前面诸页中所遵循的逻辑 




这也就是 
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附带我们证明了 expx 是一个连续函数. 

现在可以对进程有所选择.记 y = expz, 并注意到 expO = 1,就有 

如果将对数函数定义成为措数函数的反函数，我们就回到了本章早些时候所采用过 
的观点. 

但是我们可以换一种方式来做•由 （2) 推出，如果 n 是正整数，那么 
(expx) n =expn®, (exp l) n = expn. 

如果 a： 是一个正的有理分数 m / n , 那么 

{exp (m/n)} n = expm = (exp l) m , 

所以 exp(m/n) 等于 (expl) TO/n 的正的值.这个结果可以通过等式 
expxexp(-z) = 1 

推广到 a； 取负有理数值的 情形; 所以对 a： 的所有有理数值都有 
expx = (expl)* =e* t 
这里最后一步是我们的定义，其中 

e = expl = l + l + i + ^ + ••- 

最后，当 a: 是无理数时,定义 e* 等于 expx. 这样，对数就作为反函数给出了定义. 

例 

用类似的方法,从等式 

/ (m, x) / (饥’， *) = /(m + m / ,*) 

出发（例 LXXXI 第 （6) 题）建立二项级数 

1+( ? : ^ + 

的理论，其中 -1 < a: < 1. 




224. 三角函数的解析理论 


现在回到在第163节中讨论过的一个话题. 

在整本书中，都假定读者了解平面三角的基础知识,并且为了列举例证的目的， 
已自由使用三角函数或者所谓的“圆”函数 coex.sinx.tanx,- -. 然而，在第163 
节中我们指 出了： 三角学的基础并不像初学者所认为的那样简单，这一理论的通常 
的表述依赖于某些需要仔细分析的预备知识. 

至少存在四种明显的方法,可以用这些方法构造出三角函数的解析理论. 

⑴几柯方法.最自然的方法是尽可能紧密地效仿通常教科书中的程序，将它 
们所用的几何语言翻译成为分析的语言.第163节曾经讨论过这个问埋,并断言它 
包含一个且仅含有一个严重的困难.我们需要 证明： 要么圆的任何一段弧都有一个 
称之为它的长度的数与之相关联,要么圆的任何一个扇形都有一个称之为其面积的 
数与之关联.这些要求是可以选择的，而当其中任何一个要求得以满足时，三角学 
就有了稳固的基础.通常采用第一种选择,将三角学建立在长度的基 础上； 但是第 
7章包含有关于面积而不是长度的一个精确的讨论,所以我们自然倾向于第二种选 
择. 

(ii) 无穷级教 方法. 在许多分析专著中所采用的第二种方法是将三角函数定义 
成第223节中所定义的指数函数,也即用无穷级数加以定义.用等式 



定义 cosa: 和 sin*. 这些级数对: r 的所有实数值都是绝对收敛的，而且可以如同在 
第223节中那样作乘积.这就得到公式 


cos(* + y) = cosxcoBy -sinzsiny 

以及三角学中其他的加法公式.周期性稍微有一点儿麻烦.由 （1) 可以 证明: cos re (它 
对很小的 a: 的值取正值）在区间 (0,2) 中恰好改变符号一次（比方说在 z = 0;再 
用等式= 4定义 n. 则容易证明 sin ijc = l,cosn = -l,sinn - 0; 而由加法公式 
得出等式 

cos(x + a) = -cosx, sm(x + n ) = - wax . 

在定义基础上对该理论的一个详尽的说明可以在 Whittaker 和 Watson 合著的 Mod ¬ 
em Analysis 一书的附录 A 中找到. 

这一理论令人非常满意,不过，将和 S in 2 看成为一个复变量2的函数要 
比在这里仅仅将它们当作实变量和实函数看待要更加自然. 






(iii) 用无穷乘积定义正弦 函數. 第三种方法是用等式 

如…(1-_) [ 1 ~^) (卜‘)… 

定义 sin*. 这个方法有诸多便利之处,不过它自然要求无穷乘积理论方面的知识 • 

(iv) 用积分定义反函数.还有第四种方法,它效仿本章中处理对数函数时同样 
的路线，因而在这里更为适用.首先用等式 

⑴ y = y(x) = arctanx = ^ 

定义: r 的反正切函数.对于: r 的每个实数值，这个等式定义了唯一的一个 y 的值. 
由于被积函数是偶函数，所以 是： r 的奇函数.又因为 y 连续且严格增加，根 
据第110节可知,存在一个反函数 a: = x(y), 它也是连续且严格增加的.记 


(2) x = x (y) = tan i/. 

如果用等式 



来定义 cos 和 sin ijt. 这样 cosy 和 siny 就对< 1/ ^ 有了定义，而 tany 
有了定义. 

最后，对于在区间 (-i«, ^ 之外的1/的值，用等式 
(6) tan(y + «) = taay, co8(y + n) = —cosy, sin(y+ ») = —siny 

来定义 tany,cosy 以及 siny , 这就将定义成功地扩展到了区间 

H'-' "H* H 3 * 1 … • 





定义.而对这些值 + 定义失效；当》趋向这些值中的一个值时， tan y 趋 

向 +oo 或者 -oo, 其符号则要根据 y 是从下面还是从上面趋向所讨论的那个数值. 
另一方面,对所有 y 的值, cosy 和 siny 都有定义，且都是连续的 ■ 

例如，当》0 - 0时 w +00. 而将 -0 改为+0,則结论中极限的符号要反 
a 来. 

为了看出 coey 对于 v = ^是连续的，注意： （i) 根据定义有 cos ^ = 0, （H) 根据 （4), 
当 W 0时有 cosy — 0, （IU) 根据⑷，当 v — -|» + 0时有 coey^O, 于是根据⑹ 

可知，当V — |« + 0时有 coev-* 0. 

我们首先定义了 arctana: 和 tsny , 然后用 tany 定义了 coey 和 siny. 我们也可以将 
arcsinx 和 stay 作为基本函数加以处理.在此情形,我们已经对区间 (-1,1) 中的 a: 的值用等 

定义了 arcsinx, 其中的平方根取正 的值; 将它反过来就定义了 siny; 用 f ^=|y 
定义 》c, 再用 


定义 COSJ； 和 tany . 我们所采用过的做法稍微更: 

225. 三角函败的解析理论（续） 


7f^j ( - 1<x<1) 

方便-些 • 


现在来给出所有必要的定义，也即在第224节中用标有数字的等式所表示的 
那些定义.这一理论的进 一步的 发展依赖于加法公式 • 

首先注意到 


(1 + a 2 ) (1 + y 2 ) = (1 - ay) 2 + (* + y ) 2 ， 




这就告诉我们有 


第9聿单实变对数函數、指數函数和三角函教413 


但是这些函数是多值函数，故而对公式需要' 


做更细致的检 


这样一来 * 和 u 总是在同样的意义下变化.当 f 从 -00 增加到 -1/^ 时， u 从 
l / x X 增加到00,而当 f 从 -1/ X ! 增加到00时， u 从 -00 增加到 1/ X ,. 又当* =心 
时 li = 0,而当《 = 0时 u = —奶 .® 

现在 假设: T 2 取任何一个这样的值，使得《的取值区间 (- X U X 2 ) 不包含点 
u = l/a ： i( 在《 = l/®i 这一点 t 取值为无穷).如果： Ti > 0, 则 X 2 必定小于 l/a ： i ， 而 
如果町 < 0,则 ar 2 必定大于 1 M . 在这些情形，当 li 从 - an 增加或者减少到巧 
时,《就从0增加或者减少到 


TTF = 


Xi+X 2 [ x di r Ia du 

c =arctan i-xi*2 = Jo T+fi = \. Xl T+Tfl 

Jo l + tt2 + J_ ai l+«2 Jo l+u2 十 J。l + «2 


=arctaoxi + arctanx2 - 


y \ = arctanzi , jft = arctanx2 , 


就有 y = yi + y 2 以及 

(1) tan (yi + yt ) = x = = 

这就是正切函数的加法 公式. 

①读者应当团出将每一变量视为另一 变童的 函数的图形. 


tanyi +tany 2 
1 -tanyitanjfe 5 





此公式目前仅仅对于有某种限制的变童的值给出了 证明. 这个限制条件 是：如 
果 ; n > 0,则叼< l/xx, 而如果 Zi < 0,则 a : 2 > 1 /® 1 . 当 ： Cl > 0且叼从下方趋 
向 1 M 时，有 n : 4 OQ 以及 y — 而当灼 < 0且叼从上方趋向 1 M 时，则有 
* — — oo 以及1/ — 于是，我们的限制条件可以总结 如下： yi+V2 

必须全部落在区间之中. 

然而，这些限制条件是不必要的. 

关于 VI+V2 的限制条件是从区间 (-X l}X2 ) 不包含1/抑这一假设提出来的 • 
假设这一条件不成立，例如，为了固定起见,我们假设 a > 0 且叼> 1/XL 这样的 
话，当 u 从-巧增加到 A 时， t 就从0增加到00,然后它改变符号，并且从 -oo 
增加到: r . 这样就有 

r Xa du f°° dt r 1 dt 

TT^+ LoTTF 

从而 

arctanz = arctanzi + arctanx2 - n, 

所以，根据⑹就有 

t*n(yi + K2) =tan (yi + »2 - n) = tony 


_ Ji +X2 _ tanyi +tanya 
1 — xi*2 1 - tanyi tanj/2 

可以类似地处理叼 < 0 的情形.由此推出 ：只要 扒和 y 2 落在之 
中，则 （1) 成立 • 

最后，由于 （1) 的每一边都是 yi 或者的周期函数，故而根据 （6), 除了当 
此於或者扒+敗是&的奇数倍的情形之外， （1) 都是无保留地成立，而在 VUV2 
或者 W + I /2 是的奇数倍的情形，它没有意义. 

226. 三角函数的解析理论（续） 

由第225节的 （1) 以及第224节的⑷得到 

(1 — tan yx tany 2 ) 2 


cos 2 (lft+Ite) == 


(l + tan 2 yi ) (l + tan 3 |«) 

=(cosy! coejfe - sinyi sin. 於 > 2 ， 



从而 


cos(yi + ya) = ± (cosyiCOsy 2 - sinyi sinya) • 

为确定它的符号，令1/2 = 0. 该等式化为 coam = ± coa yi , 所以当的= 0时必须取 

正号. 因为当 y 2 增加时两边都改变符号，所以当 y 2 是 Jt 的任意倍数时公式成立 

(取正号).此外，两边都是 y 2 的连续函数，所以符号仅当每一边都为零时才可能改 

变. 也就是说,两边符号的改变仅对于取值为 …，一^ 一 yi ， ^ - yi , ^ ，•时 
才是可能的，在每个长度为 ji 的区间中只有一个这样 的值. 由于我们己经看到，在 
每个这样的区间中有一个於的值使得符号是正号，由此推出它必定总是取正号.于 
是 

(2) < 508 ( 1 /! +ya) = cosyi cosj^ - sinyj 8iny2 ； 

而关于 8 in( yi + V3 ) 的公式可以类似地加以证明. 


第9章杂例 


1 • 给定 log 10 e = 0. 4 34 3,且2 10 和 3 21 近似等于10的幂,计算 tog 10 2和 log 10 3 
到小数点后第 四位. （Mat/».rrip.l905) 

2- 证明 ：如果 n 是任意一个不是10的幂的正整数，则 log 10 n 不可能是有理 
数.{如果 n 不能被10整除，且 logujn = p/9, 就有1妒= n〃， 而这是不可能的，这 
是因为1妒以0结尾，而则不然.如果《 = 10 a N, 其中； ST 不被10整除，那么 
log 10 iV 不可能是有理数，于是 

log 10 n = a + log 10 ^ 

也不可能是有理数 .j 

3. 对什么样的; E 的值，函数 log :c, log log a:, log log log Z, …⑷等于零 ,（6) 等于 
1, (c) 没有定义？也对函数 lx,llx,lllx, ■■ 讨论同样的问题,其中& = log|x|. 

4. 证明： 

logar- ( : )iog(:c + l) + ( ; )iog(z + 2) —— + (-l) n log(® + n) 

是负的,且当: c 从 0 增加到 oo 时，该函数递增到 0. 

[该函数的导数是 




_ n! _ 

®(ar + l) ••■(»+»»)’ 
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将右边分解成部分分式容易看出此 结果. 这个表达式是正的，且当: c — 00时该函数 
本身趋向零，这是因为 log(* + r) = logx+o(l) 且 1—( ?) + ( = ) —…二 0 .】 

5. 证明： 

龄=突(—4-...4). 

( Math . Trip .1909) 

6•如果 a: > -1，那么: c 2 > (1 + *) {log(l + *)> a . (Mot/OVip.1906) 

[令1 + ar = e € ， 并利用当《 > 0时 sinh^ >$这一结果 •] 

7. 证明： ^ g(l + x ) 和 (…) ‘ (i+g) 两 者当: r 从0增加到 oo 时均递减. 

8. 证明： 当 ar 从 -1 增加到 oo 时，函数 (1 + *)- 1 /* 取0和1之间的每个值 

—次且恰好一次. ( Math . Trip .19 lO ) 

9. 证明：当 a: 0时,-, 1 , . - i- 

log(l+ar) x 2 

10. 证明：当 * 从 -1 增加到 oo 时， lQg ( l +x) - ^从1递减到 0. 丨该函数在 

* = 0没有定义，但是,若当 ar = 0时賦予函数值I则在 z = 0它变为连续.利用 
第6题证明它的导数是负的 . 1 

11. 证明： 

V*(*) = ^8inxtanx - log sec x 

在 0 < * < ^ 中取正值且为增加函数，又对很小的 x 有咕 ( x )=0 (x«). 

(Maifc.Trtp.1930) 


12. 如果 



第 9 幸羊实吏对教函教、栺数函教和三角*教 417 


[容易证明 logic 2 v/5; 所以，如果 

x > logM + 2JVV®, 

则给定的不等式肯定满足，因此，如果 p > logM,i a ：> 2 Ny / i , 那么所给的不等 
式也就_定满足 .] 

14. 证明： 数列 

«i =e, 03 = e e *, 03 = e e，3 , • • • 

趋向无穷要比无穷大的指数尺度中的任何成员趋向无穷的速度都要快 - 

[设 ei ⑷= e-,e a (*)= e-W, 如此 等等. 那么，如果办⑷是指数尺度中的任 
何一个成员， 当 n > k 时就有 an > e k ( n ).) 

15. 如果 p 和 <z 是正整数，那么，当 n — oo 时有 

点 + F^ + ". + X). 

[参见例 Lxxvm 第⑺题.丨 

16. 证明：如果: T 是正数，那么，当《 — 00时有 nlog|i(H-^)| -* 
1我们有 

nlog (1 + *" n )} = nlog {l-|(l-* 1/n )} = ^(l~* l/n ) » 

其中 u = I (i _ x i/n). 现在利用第 216 节以及例 LXXXin 第⑶题 . 1 

17. 证明 ：如果 a 和&是正数，那么 


[取对数,并利用第16题.】 
18. 证明 


+ ! + ••• + 2n-i = \ logn + log2 + ^7 + o (1). 
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这个级数是由级数1 - - + | …交替地取两个正项然后接一个负项作成的.[前 

面 3ri 项之和是 

1+ l + l + - + ^h-i-\( 1+ l + - + i) 

= i log2n + Iog2 + ^7 + o(l) - | Oogn + 7 + 0 (1)} •] 

20. 证明 

零 i/(36«i-l) = - 3 + 3 1>+1 _ E" - S "， 

其中 5„ = l + | + ... + ^,E„ = l + f + ... + j^ T . 由此 证明： 该级数延续到 
无穷的和为 n ~ 

-3+1 log 3 + 21og2. {Math.Trip.1905) 

21. 证明：四个级数的和 



分别是士44扣4 

22. 研究级数的敛 散性： 

E(i -年) "， ！>*")-—' E 卜'㈣' 

(Math.Trip.m5) 

23. 对于 a，b，c 的所有的实数值检验 


^ n -a e -tvs+c»i 


«1 + «2 + «4 + «3 + «5 + «7 + «9 + «6 + « 8 + • • ■ + «20 + «U + 

的形式(一个奇序项,然后接两个偶序项，再接四个奇序项，又接八个偶序项，. 
当 

⑴ … 心⑵―过上 




时检验其重排级数之敛 散性. ( Math . Trip . 1930 ) 

25. 证明： n ! ( a / n ) n 趋向 0 还是趋向 oo , 要根据 a < e 还是 a > e 来决定. 

26. 证明： 如果 u „= n ! e " n - n - i , 那么 

老= 1+0 ⑸. 

推证： 如果 a 是一个固定的数，且《是最接近于的整数，则有 


( 2 : )/( 2n )— 〆 ( Math . Trip . 1928 ) 

27.如果 u „ > 0且= 1 - 那么如 〜 Kn ~ a , 其中 AT 是一 

个常数.丨因为 

log^ = -°+^, 

«n n 

其中如= 0(«- 2 )•从而 






-a (logn + 7 ) + 秄 + 0 (1) ， 


其中 h = 1 


28.证明 


(o + l)(o + 2) - (o + n ) 〜 K a-b 
(b + l){b + 2 )--( b + n ) ’ 


其中 if 是一个常数.[利用第27题 • 1 

29. 按照例 XC 中第 (6) 题的记号，证明£ («„/«„) 与 Z： %同收敛或者同发散 • 
[在 收敛的情形证明是同样的.如果 E«n 发教， 且从 n 的某个值开始有《„ < «n-l, 
那么< 2« n _ lt 故而由 ^{Un/Sn-r ) 的发散性即得出 E(W« n ) 发散. 另-方面， 


如果对无穷多个 n 的 值有如 > 成立（正如一个快速发散的级数有可能发生 


如果 ® > _1， 


(: r + l )(* + 2) T (a; + i )(a; + 2)(* + 3) 



I) 2 与该级数的前 n 项和之间的差是 


_1_^_1 

(*+1) 2 (® + 2)(* + 3)- -(® + n+l)' J 

31•求 

/ao + Oig+ •-ho r g r， \^ >+ 

V6o + *ix+-+6r* r y 

当: c - oo 时的极限,区别可能出现的不同情形加以讨论. ( Math . Trip . lS 86 ) 

32. f ( xy ) = /⑷/⑼(其中/是一个可微函数）的通解是 z。, 其中 a 是一个 
常数; 而 

/(* + V) + /(*-I/) = 2/ ⑻/⑼ 


的通解是 coshax 或者 cosax, 这要根据 /" ⑼是正数还是负数来确定.[在证明第 
二个结果时,假设/有三阶导数.那么 

2/ ⑻ + y 2 r ⑻+ O (y 2 ) = 2/ (*) {/ ⑼ + V/'⑼ + |y 2 /" ⑼+ o (y 2 )} ， 

于是/⑼=1，尸⑼= 0,且有 /" ⑷=广⑼/ (*). 1 

33. 方程 e* = aa: + 6ia<0 或者 a = 0,6 > 0时有一个 实根. 而当 a > 0时 
它有两个实根或者没有实根,这要根据 a logo > 6 - a 还是 a log a < b-a 来决定. 

34. 通过对图形的考虑来 证明： 方程 

e x = ax 2 + 2 bx + c 


当 a > 0 时有一个实根、两个实根或者三个实根，而当 a < 0时没有实根、有一个 
实根或者有两个 实根; 并指出怎样区分这些不同的情形. 

35. 证明：方程 

a 2 e* = x 2 

当 a 2 < 4e~ 2 时有三个实根,且当 a 很小时，一个小的正根是 

a + ^a 2 + |a 3 + … • \ Matk . Tlip . l 931 ) 

36. 求方程,它给出: r 的值使 


y = Ae-* a +Be _(l-c)a 
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有一个根，所以/2* +2 (*) = 0不可能有多于两 个根. 如果它有两个根，比方说是《 
和 A 那么 月 *+ 2 ㈣也即 f2k + i ( x ) 必定在《和泛之间至少一次（比方在点 7) 取 
值 为零; 故有 

/ m +2 (7) = /»+i (7) + (2允 + 2)T >0. 

但是当: r 很大（取正值或者负值）时 f 2 k + 2 ( x ) 也是正的，又从图形易于看出，这些 
结论是互相矛盾的.从而 f2k + 2 ( x )= 0 没有实根 .j 

40. 证明： 如果 a 和&是正数且几乎相等，那么近似地有 

皆 |(。- d 

其误差大约为 i(a-ft) 3 a- 3 . [利用对数级数.由于这个公式曾被 Napier 用来进行 
对数的数值计算,故而有其历史的意义 . 1 

41. 用级数乘法 证明： 如果 -1 < z < 1，那么 

^{10 8 (1+*)} 2 = ^-|(1 + 0* 3 + ^1 + 5 + |^ 4 ---, 

42. log(l+* + ^+-+^ 展开成 x 的幂级数的前 n + 2项是 

土 - ni^ij + 5r^r.. +( - 1 ) n iii(2: B +i)}. 

( Math . Trip . 1899 ) 

43. 证明： exp ^-展开成 a: 的幂级数展开式中前面几项是 

i-^^-E ( „ + ^r+. + , r (麗 .™_) 

44. 利用恒等式 

log(l-x 3 ) =k>g(l-a) + log(l+® + i 2 ) 

来证明：如果 fc 不是3的倍数，则 


E 








( n>i) ，r 卜 v^}" = ^r (n 

r (x +1) v Ti) = i (i_i ° g2) ' 

r^b e=^ = l ' 

( Math . Trip .1913, 1928,1932,1933,1934) 

52. 证明 

jx 》 ,r 黑一 

并推导出结论：如果 a > 0,则有 

r^ <te= ^ iogo - 

[利用代换: B = l/t 以及 Z = ⑽ . 匕 2 

53. 证明 ：如果 a > 0, 则有 [log (1 +旬 dx = Jia. [分部积分 • 1 
64. 证明： 

t Jim o (l-i)* (« + t 4 + « 9 + t 16 + •••) = j°° e _ * a dx. 

(M 疏 IVip.1932) 


[由第 180 节推出有 


J^ +l)h e-* a dx < < f e-* a d 
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对数函数、指数函数以及 
:角函数的一般理论 


227. 单复变函数 

在第3章里我们定义了复变量 













|^{»(*» y)dx + h{x, y)dy) 


(其中 S 和 /» 是 a： 和 y 的连续函数)定义成为通过形式的变量替换 z =必⑷，1/ =於⑷ 







(2) 


这个积分本身定义为 


| (tt + i«)(dar + idy), 


| (udx - vdy) + ij (wdx + udy). 


230. LogC 的定义 

设 < =S + 沟是任意一个 复数. 用等式 


定义一般的对数函数 LogC, 其中 C7 是一条起点为1终点为 < 且不经过原点的曲 
线. 例如，（图50中）路径⑷ ,(6),(c) 都是在定义中所考虑的这种路径.当一条特 
殊的积分路径选定之后， LogC 的值就有了定义.但是目前还不淸楚根据定义所产生 
的 LogC 的值在多大程度上依赖于所选取的路径.例如，假设 C 是实数且为正数，比 
方说等于那么一种可能的积分路径是从1到 S 的直线段,这是一条可以假设为 
由方程 x = t,y = 0 所定义的路径.在这一情形,对此特别选取的积分路径有 


所以 Log^ 就等于 log^, 这是根据上一章里所定义的《的对败.于是,无论如何，当 
^是实数且为正数时, Log? 的一个值就是 logC， 但在这种情形,如同在一般情形中 
那样，可以用无穷多种不同的方式来选取积分路径.没有任何理由表明 Log^ 的每 
个值都等于 log《; 事实上我们将会看到情况并非如此.这就是为什么我们采用记号 
LogC,LogC 来替代 logC.log^ 的理由 •（ 无论如何都有可能) Log< 是一个多值函数， 
而 log€ 仅仅是它的一个值.在一般的情形,如我们到目前所能看到的,有三种可能 
性存在，也即 






(1) 无论从 1 到（经过什么样的路径， 
总是得到同一个 LogC 的值； 

(2) 对应于每一条不同的路径都可能 
得到一个不同 的值； 

⑶可能得到若干个不同的值,其中每 
个值对应于整个一类 路径； 

这些可供选择的可能中任何一种可能性 
的正确或者谬误无论如何都蘊涵在我们 
的定义之中. 

231. LogC 的值 

假设点2 = C 的极坐标是和也则 


目前先假设- n <於< n， 而可以取任何正数值.从而 C 可以取除了零以及负实 
数之外的任何数值. 

路径 C 上任意一点的坐标 (：r，V) 是《的函数，故而其极坐标 （r,0) 亦是*的函 
数.又根据第229节中的定义有 

= C^(i +i *) di ' 

但是 a: = rcoe0,y = r8mO, J. 

f +i ¥ = - rain * 芸) +i (*■ ■■喵 + rcos * f ) 

=(cose + isintf ) (芸 + ir^ ; 

所以 

LogC = + pogr]+i[4 







而主值的特征由下述亊实加以刻 il 



i ： 主值的虚部位于 - JT 和之间. 

其次考虑任何这样的 路径: 在此路径以及从 
1 到 C 的直线之间所包围的面积不含原点在其 
内部： 两条这样的路径画在图52中.容易看出， 
[0] 仍然等于也例如，沿着图中由一条连续曲线 
所指出的曲线, 0( 它的起始值为2如）首先减小 


然后再增加，在 Q 点其值为 2ibr， 最终到 
+私虚线所代表的曲线指出了- 
农而却稍微更复杂一点的情 形:？ 

形，该直线与曲线围成了两个区域,其中任意一个区域都不包含原点 .t 
分路径使得由它以及从1到 < 的直线所形成的闭曲线不包含肩 


另一方面,容易构造出这样的积分路径，使得问不等于私例如，考虑图53中 
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的连续曲线所给出的曲线•如果0的起始值是 2A：Ji, 则当它到达 P 点时它就增加 



了 2n, 而当它到达 Q 点时就增加了你；它最后 
的值是 2 /ot + 4:t +么所以网 = 4n + (t>, R 


在此情形，积分路径绕原点沿正方向绕行了 
两次.如果我们取的是一条绕原点 A 次的路径， 
就能同样发现有问= 2 如+在以及 
LogC = logp + i (2kn + ^>), 

, 1mm rr., 由 [ft 妹拓雨山的敗怒畊指 















(2) 除了 $ = 0,y = 0 以外， Logz 的任何一个值的实部和虚部都是: r 和 y 的连 
续函数. 

⑶ Logz 所满足的函數 方程. 函数 Logz 满足方程 

Logzizs = Logzi + Logz 2 , (1) 

其含 义是： 这个方程的某一边的每一个值都是另一边的一个值.令 
Zi — ri(cos0i +isin 外)， za = r 2 (cos0 2 + isin0 2 ), 

并应用本节中的公式即可立即得出此结论.然而， 

log*lZ2 = logZl+ log2 2 (2) 

并不总是成立的.例如,如果 

zi = Z2 = ^(―1 + i>/3) = cos|n + isin |jt, 

则有 log a = logaa = !ni 以及 logzi + log = |m, 这是 Log«iz 2 的一个值，伹不 
是它的主值.亊实上 log 2l Z2 = -|ni. 

像 （1) 这样一个随便嗶一边的每一个值都是另一边的一个值的方程称为一个 
完全 (complete) 方程,或者称为一个全真 (completely true) 方程. 

⑷等式 Logz"* = mLog 2 (其中 m 是一个整数）不完全 正确： 等式右边的每个 
值都是左边的一个值,但反过来不真 • 

(5) 等式 Log(l/«) = -Logz 是全 真的. log(l/z) = -logz 也是正确的，除了当* 
是实数且为负数的情形之外. 

⑹等式 

l0g = log ( 2 - a ) _ lo 8(* - b) 

是正确的，如果 z 位于由连接点 z = a,z = b 的直线以及经过这些点、平行于 0X 
且沿负方向延伸到无穷的直线所界限的区域之外. 

108 ( 日 ) = log (l-f)-log(l-^ 

是正确的，如果2位于由三点0, a, 6所构成的三角形之外. 

⑻画出实变量: r 的函数 I(Logx) 的图形.[该图由直线 y = 2如的正的那一半 
以及直线 y = (2k + l)n 的负的那一半组成 .1 



Jtf ( x ) =pn + ( q - p)I(logx) 

所定义的实变量 z 的函数/⑷当 z 是正数时等于 p ， 而当 z 是负数时等于 g. 
⑽由 

Jt/(x) =pn + ( q - p)I{log(x - 1)} + (r - g)I(logz) 

所定义的函数 /(*) 当 x > 1时等于 p, 当0 < * < 1时等于9,而当 * < 0时等于 

(11) 对2的什么样的值⑴ log z 以及 （ii) Logz 的任何值 (a) 都是实数或者 （b) 
是纯虚数？ 

(12) 如果 z=x + iy , 那么 LogLogz = log/l + i(0 + 2fc'n)， 其中 

R 3 = ( logr ) 2 + (e + 2 kn ) 2 , 

而 e 是由等式 

cos© : sin© : 1:: logr ：0 + 2 kn : J {(logr) 2 + (« + 2AiJi) a } 

所确定的最小的正角.粗略描绘出 LogLog(l + i^) 的值组成的二重无限集合，指 
出其中哪些是 logLog (1 + iV5) 的值，哪些是 Loglog(l + iV3) 的值 • 

232. 指数函数 

在第9章里我们已经将实变量 y 的函数定义为函数!/ = log® 的反函数. 
自然会想到可定义复变量 z 的函数,使它是函数 Logz 的反函数. 

定义如果 Logz 的任何一个值等于 C, 就称2是 C 的指数，并记为 

z = expC- 

于是,如果< = Logz , wm Z = expC. 可以肯定的是,对于 Z 的任何一个给定 
的值,都有无穷多个不同的 C 的值与之对应.反过来,也自然可以假设对于（的任 
何一个给定的值，都有无穷多个不同的 z 的值与之对应,或者换句话说， expC 是< 
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235. —般的幕 a* 1 

由于当 < 是实数时有 expC = e<, 故而当 C 是复数时也采用同样的符号并完全 
抛弃符号 expC 看来是很自然的.我们将不遵循这条路线，因为我们将要对符号〆 
给出一个更加一般性的定义.这样我们将会发现，〆表示一个有无穷多个值的函数， 
而 exp( 仅仅是其中的一个值 • 

我们己经在相当多的情形中定义了符号V的意义.在初等代数中，对于 a 为 
实数且为正数以及 C 为有理数的情形，或者 a 为实数且为负数以及 C 为有理分数 
且分母为奇数的情形，此函数都己经有了定义.按照那里给出的定义,V至多有两 

个值.在第3章里我们将定义扩充并覆盖了 a 为任意实数或任意复数且为任意 

有理数 p/ 9 的情形,而在第9章里给出了新的定义，这个定义由等式 
a^e ^ 10 * 0 

给出，只要 (: 是实数，且 a 是实的正数,此式就是适用的. 

这样一来,我们就已以某种方式賦予 

以意义，但还没有给出定义使得我们能賦予 

(1 + i)^, 2 \ 卩 + 叫糾* 

以任何意义.现在要来给出的一个一般性的定义,它对 a 和 < 所有的值，无论是 
实数还是复数 （ 仅有一个 限制： a 必须不为零）均适用. 

定义函教由等式 

o C = exp(CLogo) 

定义，其中 Loga 是 a 的对数的任意一个值 • 

首先我们必须对这个定义与前面的定义是相容的、并将它们全都作为特例予 
以包容这一点感到满意. 

⑴如果 a 是正数且 C 是实数，那么 CLoga 的一个值（也即 Cloga) 是实数，且 
exp(Cloga) = e< lo S«, 这与第9章中所采用的定义一致.正如我们在那里所看到的 
那样，在第9章里的定义与初等代数中给出的定义是一 致的； 故而新定义亦如此. 
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I取所有可能的整数值,那么这个表达 
式取 g 个且仅取 g 个不同的值,这恰好是在第48节中所得到的 的值. 从而新 
的定义也与第3章里的定义一致. 

236. 的一般的值 
设 

C = € + i*7> a = «T(cosV> + i8inV>), 

其中-» <妒 Ol, 所以,根据第235节中的记号有 a = e' 也即 T = loga •那么 
(Logo = (f + ir/) {log a + i{rp + 2mn)} = L + iM , 

其中 

L = ^logtr + 2 mn ), M = ”log<r + 《(矽 + 2mn); 


a c = exp(CLoga) = e L (cosM + isinAf). 

故而的一般的值是 

汉 +2— [cos{|?log(r + f ⑷ + 2nm)} 

+ i 8in{” log a+^ + 2mJt)}J. 
一般来说， V 是一个无穷多值的函数.因为 

| a <| = e €to*cr- 咖 +2n«> 








= exp (2“ 0 n} = e _ (叫) ' 

从而卩所有的值都是实数且为正数 .1 

(2) 当将公的值画在 Argand 图上时,它的值是内接于一条等角螵旋线的一个 

等角多边形的顶点，该等角蠔旋线的角度与 a 无关. ( Math . TYip . 1899) 

[如果 = r(coe 汐 + isind), 就有 

r = e€iog«r-n«>+2m*)， e = >7 log a + f (0 + 2 mn ) : 

故而所有的点都在蠊旋线 r* = crf+fVk-W/C 上 . 1 

(3) 函败〆.如果在一般性的公式中用 e 代替 a， 则 log <7 = 1，V; = 0,我们就得 
到 

e c = e ^- 2 nua >{ co 8 (ri + 2mn$) + i8in(i7 + 

的主值是 e^cos^ + isini,), 它等于 expC (第233节).特别地,如果 C 是实数，则 
»/ = 0,我们得到其一般的值是 



⑹等式 a < xb ^ = (o6)« 是全真的，但对主值来说并不总是正确的. 

(7) 等式 0^X0^= a<+< ， 不是全真的，但对主值来说 为真. [右边的每一个值都 
是左边的一个值, 但是〆 x 〆的一般的值，也即 

ecp{C(logo + 2mjri) + C’(logfl + 2nni)} 

通常并不是的值，除非 m = n.] 

(8) 对于下列诸等式 

Loga c = CLoga, (a c ) c， =(〆)< = <*« 

而言,对应的结果是什么？ 

⑼ a c 的所有的值都是实数的一个必要与充分条件是: 2$和 {»/log|a|+{ama}/n 
两者均应是整数，其中 ama 表示辐角的任意一个值.要使它所有的值都是模为1的， 
对应的条件应该是什么呢？ 

(10) [ x '+ x - 1 ] 的一般的值（其中 z > 0) 是 

e -(m-n)» ^[2 {cosh 2 (m + n) n + cos (2 logs)}]. 

(11) 对下述论证中的谬误加以解释 ：由于 e 3nMli = e 2 ^ = 1，其中 m 和 n 是任 
意的整数,所以,对每一边取 i 次幂就得到 e- 2 "« = e- 2 ™. 

(12) 在何种情形下， f 的任何值本身都是实数？其中: r 是实数.[如果*>0, 

那么 

= exp (xLogx) = exp (s logx) Cis2mnz, 

其中第一个因子是实数_其主值 （ 主值对应于 m = 0) 永远是实数 • 

如果 z 是有理分数 p/(2 9 + 1), 或者是无理数，那么它没有其他的实数值.但是 
如果; c 形如 p /2 q , 那么就有另外一个实数值，也即- expOrloga:)， 它是由取 m = 9 
得到的. 

如果 ;r = 一 f < 0,那么 

? = exp{-^Log(-0} = exp(-^ logC)Cis{-(2m + l)n?}. 

使得它的任何值均为实数的仅有的情形是《= p /{2 q + l ), 此时 m = 9 给出实数值 
exp(-^logOCiB(-pj*) = 

真实的情形由下述诸例予以说明 

(1) ,=± ^ H) i= Tv (-! ） *= - 诉】 



(13) 任意底的对数.可以用两种不同的方式定义 C = LoeaZ . 我们可以说成⑴ 
如果V的主值等于 A 则 c = Log^; 或者也可以说成 （ii) 如果〆的任意一个值 
都等于则 （ = Lo ^ z . 

于是， 如果 a = e ， 那么根据第一个定义，如果〆的主值等于或者说如果有 
expC = ^, 那么就有 （ = Lo ^ z ; 所以 Loy 与 Logz 恒等.但是，根据第二个定义， 
如果 

e c = exp(CLoge) = z , CLoge = Logz, 

或者说如果有 C = (Log2)/(Loge) (对数的任何值都取到)，则有 （ = Lo ^ z . 于是 


T log|z| + (amz + 2mn)i 

l + 2rwri ’ 


所以 C 是 z 的双重无穷多值函数.根据这个定义，一角 


= (Log 2 )/(Logo). 



然引导我们采用公式 （1) 来作为 C 


就定义了其他的三 角比. 显然， cosC 和 sec< 是 （ 的偶函数，而 8inC, tanC，cotC 以 
及 cosecC 则是奇函数.又如果 exp(iC) = t, 就有 




3 ( c + 5*) =_8inC, 8in ( c + 5 n ) = 


在例 LXXXVIII 第 20 题中，我们用等式 

corfK= |{®q>C + 卿 ( _ C)}，« nll C = ^{expC-expC-C)} ⑴ 

对取实数值的 C 定义了 coshC 和 sinhC. 现在可以将这些定义推广到取复数值的变 
童; 也即同意用等式 （1) 来对所有实的或者复的 C 的值定义 coshC 和 sinh<- 读者 
容易验证 



我们已经看到，像 cos2C = cos 2 C-sm 2 C 这样的初等三角公式当 < 被允许取 
复数值时仍保持成立.这样一来，如果用 coeiC 代替 cosC, 用 siniC 代替齟<，用 

C0S 2iC 代替 cos2C, 或者换句话说，如果用 coshC 代替 cosC ，用 isinhC 代替 sinC, 

用 cosh2C 代替 cos2C, 它仍然保持成立.从而 

cosh2C = cosh 2 C + sinh 2 C. 

同样的变换过程可以应用到任何三角恒等式上去.正是这点对例 LXXXVHI 第22 
题中的双曲函数公式与通常的三角函数公式之间的对应关系给出了解释. 

240.与 co8(€ + i^),8in({ + if7) 等有关的公式 
由加法公式推出 


cos(C + it?) = cos 乏 cosij? - sin^smii/ = cos^cosh77 - isin^sinhf；, 
sin(《 + ii?) = 8in《cosi” + cos(sinu/ = sin^coshf7 + icos^sinhr?. 

这些公式对 f 和 r? 所有的值均成立•《和均为实数是一个有意义的情形.此时它 
们给出复数值的余弦和正弦的实部以及虚部的表达式. 

例 XCVI 


(1) 确定 < 的值，使得 cos< 和血如）取实数值，⑻取纯虚数值.1例如当 >7 = 0 

或者当€是 n 的任何倍数时, cosC 是实数.丨_ 

(2) |coB($ + i»/)| = ^(cos 2 ^ + sinh 2 »/) = y ||(cosh2»j + co9 2^)|, 

I sin({ + i»7)| = V(sin 2 ( + sinh 2 »/) = ^(cosh2r/- cos2o|. 
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(5) 如果 | cos« + i”) 卜1，那么 sin 2 卜 smh 2 V , 又如果| sin(C +的)| = 1，那么 
cos a f = sinh 2 

⑹如果 |cosa + i»/)| = l， 那么 

sin{am cos(^ + i»?)} = 士 an 2 € = ± Binh 2 
⑺ 证明： Logcos(《 + i V )=A + iB , 其中 

^log|i(cosh2»7 + co82e)|, 


而 B 是任何一个满足 


COS^COShT?" 




的角度.对 Log8in(C + i»,) 求一个类似的公式 • 

⑻方程 cos< = a 的解，其中 a 是实数.令 C = € +的，并使实部与虚部分别 
相等,即得 

cos^cosh»7 = o, sin$8inhT7 = 0. 

于是或者 r? = 0,或者 < 是 ;t 的一个倍数.如果⑴ T? = 0,那么 cofif = a， 而这是不 
可能的，除非有 -1 < a < 1. 这个假设可得到解 

C = 2fcn 士 arccosQ：， 

其中 arccosa 的值介于0和之间.如果⑼ { = mn, 那么 coshr? = (-l)"*a， 所 
以要么 a 彡1,且 m 是偶数，要么 a < -1，且 m 是 奇数. 如果 a = ±1，那么»? = 0, 
这样就又回到了第一种情形.如果 M > 1,那么 co8h»,= |a|, 这样就得到解 


C = 2 kn±i log{o + ^(»»-1)} (a>i>, 

C = (2* + l)n ±ilog{-a+ y / ioi 2 - 1)} (a < -1), 

例如， cosC = -| 的通解是 < = (2*+l)«±ilog3. 

mm ^ msmc = a . 

(9) cosC = « + 矽的解，其中 # 0. 可以假设 0>0 ,这是因为当冷 < 0时 
只需要改变 i 的符号就可以推导出结论.在此情形有 


coB^coshri = a , sm^smhi; = —fi 




以及 


coeh 2 ” + sinh 2 ” - L 
如果令 cosh 2 就得到 

® 2 -(l + o 2 + jS a )® + a 2 = 0 > 

也即:其中 

^1 = |\/{(«+ 1) 2 + ^} M = |^{(«- 1 ) 2 +^}. 

假设 《>0. 则有^>^>0以及 coshT； = 也±4又有 

而由于 cosh 17 > cos^, 故而我们必须取 

coshr; = i4j + i4 a , cosf = A\ - A 2 - 

这些方程的通解是 

i = 2kn± arccosAf, ij=± log{L+ - 1 )}， (2) 

其中 L = Ai + Ai,M = Ai - A 2 , M arccoeM 则介于 0 和 之间. 

然而，上面这样得到的 》/ 和 C 的值既包含了方程 

cos(coshr/ = a, 8 in^sinh ?7 = 0 (3) 

的解，也包含了方程 （ 1) 的解，这是因为我们只用到了后一组方程中经过平方后的 
第二个 方程. 为了区分这两组解，注意到 8 iW 的符号与方程组 （ 2) 中的第一个方 
程的不确定的符号是相同的，而 sinhi, 的符号与方程组 （ 2) 中的第二个方程的不 
确定的符号是相同的.由于/8>0,这两个符号必定是不同的.从而所求的通解是 
c = 2fcj(± [arccosM-ilog4- V(^ 2 ~l)}] • 

试用同样的方法研究并解决《 < 0和 a = 0的情形. 

(叫 如果/? = 0, 那么 l = .|« + l | + !| a - l |， 且 M = ||«+ l 卜卜一 1|. 
验证： 这样得到的结果与第8题的结论一致. 

(11) 证明 ：如果 a 和是正数，那么 sinC = a +诊的通解是 
C = kn + (-1)* [arcsinAf + ilog (£+ y/(^ - 1 )}] ， 
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这些公式启发我们：在对数函数与反三角函数之间存在某种联系.这种联系的存在 
性也可以从这样的事实推导 出来： 我们已经将 < 的圆函数用 expiC 表示出来，而对 
数又是指数函数的反函数 • 

更特别地,让我们来考虑等式 

当 a 是实数且 (x-a)/(x + a) 为正数时它成立.如果在此等式中能用代替 a, 
就得到公式 

^0=^ 108 (^) + ^ ⑻ 
其中 C 是一个常数，而这就给出一个 问题： 这样我们就定义了一个复数的对数，问 
題是能否证明这个等式是正确的呢？ 

现在有（第 2 31 节） 

Log(®±ia) = ^log(® 2 + o 2 )±i(0 + 2*:n) ) 

其中 /fc 是一个整数，而 0 是满足 co8^ ： 8in^:l::x:a: y/(xi + a ^) 的绝对值最小 
的角度.从而 

其中 i 是一个整数,而亊实上这个值与 arctan(x/a) 的任意一个值相差一个常数 • 
将对数函数与反三角函数联系在一起的标准公式是 



其中 a： 是实数.取 * = tany, 最容易验证此时它的右边变为 
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u = -iLogy = -iLog |x ± ly/(l-x 2 )^ , 

它与等式⑹的第一个公式 等价. 用类似的推理得到余下的等式⑷和⑻. 


自然会想到等式 （1) 也成立,我们现在来证明的确如此. 

假设用来表示级数 （1) 的和.由于该级数是绝对收敛的，直接做乘法就 
推出 （ 与在例 LXXXI 第⑺题中相 同)： F ⑷满足函数方程 


从而,如果 z-x + iy , 则有 


还有另外一个证明方法,这一方法是有价值的,是因为它并不需要有关于 cosy 
和 sin 2/的幂级数的知识. 

如果 F(iy) = f(y), 则有 /(» + *) = /⑼/㈨以及 


①现在用 z 代替 < 作为指数函数的自变置是方便的. 


+ • ••卜 i/(y)(l + p), 







通过将右边的两个级数相乘（第 20 2 节）并使两边系数相等（第201节）即得 

(' +1 ) + (' +1 ) + ...+㈡ 卜 

用二项定理验证此结果.从等式 

cos 2 z + sin 2 2 = 1 , C 0822 = 2cos a z - 1 = 1- 2sin 2 z 
推导出类似的恒等式. 

⑷证明 

exp {(1 + i) a：} = 史 2*" exp (―)昏 
⑹将 coazcoshz 按照 2 的幂展开.丨我们有 
coszco 8 hz-i 8 inzsinh 2 = co6{(l + i) 2 }= i[exp {(1 + i) z} + exp {— (1 + i) z}] 
=^ {1 + (-l) n }exp (pri) 会， 

类似地有 

coszcoshz + i8inz8inhz = coe(l - i)* 

从而 

C06ZC06h2 = + (~l) W }cOB = 1 - + - •] 

⑹将 sin 2 z 和 sin 3 z 按照 2 的幂展开.[利用公式 

sin 2 * = 4(1 —cos 22 ), sin 3 * = ^ (3sin* — sin3z). 

显然，同样的方法可以用来展开 cos^z 和 8 in"z， 其中 n 是一个任意的整数 . 1 
(7) 对下列级数求和 

C = 1 + c« £ + c™2 £ + s »3 £+ s ,!|f + !Mi + !!|p + .... 

I这里有 

c + iS = 1 + ^M + 5^!£) + ... = exp{el[p(it)} , 




类似地有 


C -iS = eiq>{exp(—Lz)} = exp (cosz) {cos(sin z) - isin (sin 2)}. 
C = exp (cos «) cob (sin 2), S = exp (cos 4:) sin (sin z).] 


acosz a 3 cos 2 z 
h — + 


a 3 sin2z 



(11) 证明： 在第 152 节 （1) 中得到的 cosOc + h) 和 sin(* + /0 展开成 ft 的幂 
的展开式对所有: c 和/»的值 （ 无论实数还是复数）都是成立的. 

244. 对数级数 


当2是一个实数且绝对值小于1时，在第220节中曾得到 


log(l + «) = 2 - i* 2 + - (1) 

当 Z 取模小于1的任何复数值时,右边这个级数是收敛的，且的确还是绝对收敛的. 
这自然启发我们 想到： 等式 （1) 对于这样的复数值2仍然成立.这可以通过对第 
220节中的论证加以修改予以证明.事实上我们要证明的比这还要更多一些，也即 
我们要证明⑴对于满足 M 彡1且除了 -1 以外所有2的值均为真. 

应该记住 log (1 + «) 是 Log(l + z) 的主值，且 


卜 

其中 C 是在复变量 W 的平面上连接1和1 + 2 的直线段.可以假设 Z 不是实数， 
这是因为公式 （1) 对于取实数值的2己经证明了. 

如果令 



则 r < l , 且 u = l + C *, 

那么，当 t 从0增加到 t ■时,《就描绘出 C •且 



K - tre [爲. (3) 

由第170节的 （1) 得出 

现在 |1 + ct| 也就是 M 从不小于 w 、 w 魏。 向直线 c 作的垂线长 ®. 于是 

|Jim|< il <md4= 

故而当 m— oo 时有 — 0. 现在由 （2) 即得 

log(l + z)=*-iz 2 + |z 3 - (5) 

在证明的过程中我们已经指出了此级数是收 敛的： 然而这己经被证明过了（例 
LXXX 第⑷遐).亊实上，该级数当|*| < 1时还是绝对收敛的，而当 M = 1时它 
是条件收敛的 ® 

将 2 换成 - 2 , ,则对 \ Z \^1, Z ^1 得到 

log (jzr^j =-log(l-z) = 2： + |.» 2 + |z 3 + • •• . (6) 

245. 对数级数（续） 

现在有 • 

log(l + z) = log{(l + rcoBff) +irain^} 

① 由于*不是实数，因而作出的直线 C 不可 tt 经过 O. 建议读者画一个团来对此论 SE 加以说明. 

② 这里应当#除 z = -l 的情形.一译者注 





= ilog(l+2rco80 + r 2 )+iarctan( T ^l_). 

反正切的值必须取在 和&之间. 这是因为，1 + 2是连接 -1 到 2 的线段所 
表示的向童，故当2位于圆 W = 1的内部时， am(l + ^) 的主值总是介于界 限-& 
和^之间 ®. 

由于= r m {coem0 + ismm0 ), 在第244节的等式 （ 5) 中令实部与虚部分 
别相等，即得 

ilog(l + 2rcos« + r 2 ) =rcosd - |r 2 coe2tf + 士 r 3 cos3 <? ——， 

arctan ^ -f rcosg ) =rsin ® - ^8^25 +|r 3 sin30 - 

这些等式当 0 < r < 1 时对所有 0 的值成立（当 r = 1时,必须将0是 n 的奇数倍 
这 H# 形除 外). 容易看出，当 -1 彡 r < 0时它们也成立（当 r = — 1时，必须将0 
是 7C 的偶数倍这一情形除外). 

—个特别有趣的情形是 r = 1. 在此情形，如果 -Jt < 0 < >1，则有 
log (1 + z) = log (1 + Cisfi) = $ log (2 + 2cos<?) + iarctan Q :匕 ) 

= il 0 g(4co8 2 ^) + |w， 

所以 

COS0 一 $ cos2tf + 蠢 CO830 - = $ log (4 co8 2 4 设)， 

sind- ^ sin20 + I sin30 - = ^0. 

对于 0 的其他的值来说，考虑到它们都是0的以 2 tt 为周期的周期函数，这些级 
数的和也很容易计算出来.例如，对于0的除了是 n 的奇数倍之外的所有其他的 
值 （ 对于这样的0的值该级数发散)，该余弦级数之和为 |log (4cos 2 而如果 

{2k-l)n<e<(2k + l) n , 则该正弦级数之和为 | (0-2fcn), 又当设是 k 的奇数 
倍时,该正弦级数之和为零.该正弦 

级数所表示的函数的图形画在图54中.该函数对0 = (2fc + l)»r 是间断的. 











⑷证明 



反余切的值介于 


的和求出类似的表达式. 

246. 对数级数的某些应用，指数极限 

设 z 是任意一个复数,/»是一个足够小的实数，确保有 |/ur| < 
log (1 + hz) = hz-\ (hz) 2 + I {hzf -… , 


^±M = z+ , ih>z) , 

其中 

♦ (h，z) = -|/»ar 2 + ^h 3 z 3 - ^h 3 z 4 + ■■■, 

M(M)I < M (1 + IM + |^V| + •••) = 

所以当办 — 0 时有冷 (fc，z) — 0. 由此推得 

^}og(l+f^ = z 

特别地,如果假设= 1/|»，其中 n 是一个正整数，就得到 
B Umnlog(l + i) = 2> 

z 所证明的结论的一个推广. 

由 （1) 可以推导出某些其他的结果，在下一节里将要用到这些结果. 
t 是实数，且/I足够小，就有 

log(l + tz + hz)~ 


= s' 0g { 1+ i^)' 



当 A — 0 时它趋向极限V (1 +技)_从而 


去 {log (1 + to)} = (3) 

我们还霱要一个 （1 十 fe) m 关于 * 的求导公式，其中 m 是任何一个实数或者复 
数.首先注意,如果多⑷=矽(*) +攻⑷是 * 的—个复函数,该函数的实部 矽⑷和 
虚部X⑷是可微的，那么 

^(exp0) = ^{(coBX + ismx)expV} 

= {(cosx + i8inx)V ,， + (-8i n X + i«»x)x / } ex PV , 

= <少 + i〆)(COB X + i sin X) exp 
=( 少 + ixOexp (矽 + ix) = ^exp0, 

所以对于 exp^. 的微分法则与 0 取实数值的情形相同.如此就有 
^ (1 + tz) m = ^exp {mlog (1 + te)} 

=exp {mlog (1 + te)} =m«(l + tz) m ~ l . ⑷ 

这里 （1 + tz) m 和 （1 + te)"*- 1 两者都取主值 • 

247. 二项定理的一般形式 

我们已经证明了（第222 节)： 对于所有取实数值的 m 以及介于 -1 和1之间 
所有 z 的实数值,级数 

的和都是 (1 + z) m = exp {mlog (1 +z)}. 如果 a„ 是的系数,那么，无论 m 是 
实数还是复数，都有 



故而（例 LXXX 第⑶題)，如果 2 的模小于1，则该级数总是收敛的，现在要来证 
明它的和仍然是 exp {mlog (1 + Z )}, 也即 (l + z) m 的主值 • 

由第246节推出，如果 < 是实数，那么 

^(l + tzr^mzil + tzr- 1 , 

z 和 m 取任何实数或者复数值，且每一边都取主值.于是，如果必⑷ = (l + tz) m , 
就有 

彡㈨ (*) = m (m - 1) … (m - n + 1)' (1 + te)— ■ 




这个公式对 《 = 0 依然成立，所以 


則:)，. 

由第167节的 （1) 和 （2) 推出（如果记得第170节末尾所作的说明的话） 

& = 六£(卜 ,) "， > _ 

z = r(co8e + i8ind), m = n + iv, 


\l + tz\<2, 


|1 + tz\ = y/[l +2trcoe0 + t 2 r 7 ) > 1 - tr > 1 - r; 

而 -jr < am (1 + ts) < at. 又有 

|(1 + t«) m-1 | =exp{(/i - l)logfl + tz| - i/am(1 + ts)} 

= |l + ter 1 e- ，am(1+t * ) . 

如果 M > 1, 则这里的第一个因子不超过 2^-\ 如果 /i < 1,则它不超过 （1 - rf 1 ; 
而第二个因子不超过因此 |(l + fe) ro _ 1 | 有一个与 t (以及 n) 无关的上界 
这样一来,就有 

除 ㈣ ^^叫]>-广(玆 n 

“ n … m ㈣ r 、 

最后有 l-tr>l-*， 所以 



所以（例XXVII第⑹題) P„ — 0. 于是 R^-^0, 这样就得到下述定理 ■ 

定理对于所有取实教值或者复教值的 m 以及满足㈤< 1的所有 2 的值， 
二项级數 

i+ (rH 『卜. 

的和都是 exp {m log (1 + 2)}，其中的对数取主值. 

关于二项级数的一个更加完整的讨论 （ 包括 M = 1这一更加困难的情形在 
内）可以在 Bromwich 所著 Infinite series 一书(第2版)第 2 87页以及其后各页中 
找到. 

例 XCIX 

(1) 假设 m 是 实数. 那么，由于 

log (1 + _8) = i log (1 + 2r cos 0 + r 2 ) + i arctan ’ 

我们得到 

零 (：) z " = exp {* ml0g(1 + 2fW + r 3 ) } Cis { marctan ( i ^^)} 

= (1 + 2rcoed + r 2 )* m C+arctan (^^) } ， 

所有的反正切介于与之间.特别地，如果假设 0 = \n,z = ir , 并令实部 
和虚部分别相等，即得 

1-(7 j P T j — - = C 1 +r 2 )^ m co8(marctanr) , 

(T)-(r)^(r)-sin(maxctanr). 

(2) 证明： 如果 0<r<l, 那么 




1 1-3-5 3 . 1.3.5-7.9 5 _ I f V(l + r2)-lY 

2 r ~TTl r +2.4.6.8.10 r \ 2(l + r2) j 

[在第 1 理的最后两个公式中取 m = -i ] 

(3) 证明： 如果0 < ^,那么，对于 m 的所有实数值均有 

cosm0 = co8 m 0 |l -( 『 ) tan20 + ( j 咖〜 

ammB = cos m 0 {(r 卜⑺一 

[由等式 

cosmd + isinmd = (co6^ + ism0) m = cos m 0(l + itan^) m 
立即得到这些结果 .1 

⑷用级数直接相乘的方法我们证明了（例 LXXXI 第⑹ 埋)： f{m,z ) = 
E (:)， 满足函数方程 

«) = /(m + m / ,z), 

其中 M < 1. 用与第223节类似的论证方法,且不假设本节中的一般性定理成立， 
来证明如下 结论： 如果 m 是实数且为有理数,那么 

/(m,z) = exp{mlog(l + «)}. 

(5) 如果 z 和/ i 是实数,且 _1 < z < 1，那么 

= cos {/xlog (1 + z)} + isin {/xlog (1 + z)}. 

第10章杂例 

1. 证明： i 10 ^ 1 - 1 ) 的实部是 

e H*k+\W cos U (4fc + 1) 31 log 2[ 



其中 fe 是任意一个整数. 




其中 m 是任何奇整数或 者偶整数要 根据 c 是正数还 是负数来确定，而 a 是一个角 
度，其余弦和正弦是 a/y(«2 + 62) 和 6/V(o> + 6i). 

3. 证明：如果 Z = re w , 且 r < 1，那么 

log(l + iz)-log(l-iz) 

的虚数部分 （ 其中的对数取主值）是 

的介于_知4之间的值. 

( Math. Trip. 1916) 

4. 证明： 如果 z 是实数,而欠=<» + «1，那么 

^expAc = i4expAc, J expAxdx — ex ^ c . 

从例 LXXXVIII 第 （5) 题推导出这^结果. 

5. 证明： 如果 a > 0,那么 J" exp{-(a + i6)*}dz = 并推导出例 

LXXXVIII % (6) 题的结果. ° 

6. 证明： 如果 (x/a) 2 + (»/6) 2 = l 是一个椭圆的方程，且 /(x,y) 表示另外的 
任何一条代数曲线的方程中最高次的那些项，那么此楠圆与该曲线的交点的偏心角 
之和与 

-i{tog/(«，i6)-Iog/( a ，-U»)} 

相差 2J! 的一个倍数. 

[偏心角由 /(acosa， 6 8iim) + …= 0给出，也即由 

给出，其中 u = expia; 而等于 -iLogP 的一个值，其中 P 是这个方程的根的 




t 于 1. 从而有 PO 
[lj tanhy = 叩.容易 
S 0<a<1 时它有 


这是不可能的,因为它的左边的绝对值小于1,而右边的绝对值二 
或者 y = 0.如果 y = 0,就回到了该方程的实根.如果: c = 0, JI 
看出，如果 a < 0或者 a > 1，这个方程没有异于零的实根，而当0 
两个这样的根.于是，如果0 < a < 1，它有两个纯 虚根; 反之所有的根都是实的 • j 

8. 如果 a < 0,则方程 tanz = az + b 没有复根,其中 a 和 fc 是实数，且6不等 
于零.如果 a>0, 则所有复根的实部的绝对值都大于 |6/2o|. 

9. 方程 tanz = a/ 2 没有复根，其中 a 是实数,但是，如果 a < 0,则它有两个 
纯虚根. 

，但是没有复根，其中 a 


11. 证明： 如果 a： 是实数，那么 

， coeta = 苳朴"-⑴ 。"-V + ( : } 

这里的大括号中有 i(n+l) mm \ (n + 2) 项. 对于 e~sin6x 求一个类似的级数 ■ 

12. 如果当 n-*oo 时有 ruf>(z,n)z, 那么 {1+ ^(«,n)}" expz. 

13. 如果 m 是实变童《的一个复函数，那么 


+ Iog0= -log(V» 2 + X 2 ) + iarctan (x/V«) •] 


题和其后诸题）我们已经考虑了几个简单的例子，这些例子涉及两个变量2，名的平 
面上由一个关系式 z = f(Z) 相联系的图形之间的几何 关系. 现在要来研究关系式 
中含有对数、指数或者三角函数的某些 情形. 


















从 exp (- ji ) 变化到 ex 
的环完全类似的环中.此外，每一个环 
越过的割线，这是因为它的辐角不得嫌 
这样就得到由一对等式 


Z = z~ l 

所给出的两个环之间的一个对应关系，其中每个幂都取主值.在一个平面上中心在 
原点的圆与另一个平面上经过原点的直线相对应. 

23.当 Z 以 expjc 作为起点,按照正方向沿较大的圆移动到点 -expn, 再沿着 

割线移动，继而按照负方向绕小圆移动，再回过来沿割线前进，并绕大圆的剩余部 

分回到原来的出发点时，画出 2 变化的图形. 


24. 如果2 = 方， 幂取任意一个值，且 Z 沿一条等角螺旋线移动，其极点是它 
所在平面上的原点，那么，2也沿一条等角螺旋线移动，其极点是它所在的平面上的 
原点. 

25. 当 z 沿实轴趋向原点时， Z = 2。 1 性状如何？这里 a 是一个实数.-次 
又一次地绕中心在原点的一个困移动（如果取主值，则它就是单位圆)，而 Z 的 
实部和虚部两者都是有限振荡的 .j 

26. 证明： 一个形如 E-oo^ nai 的级数（其中 a 是实数）的收敛区域是一个 
角状区域，也即是由形如 9o<amz<0 l 的不等式所围成的区域.[这个角状区域有 
可能退化 成一条 直线，或者覆盖整个平面.丨 


27. 等位线.如果/⑷是复变量 2 的一个函数，我们就把 \f(z)\ = fc (其中 * 为 


常数）的曲线称为 f(z) 的等位线（ level curve). 概略绘出下列函数的等位线的形式 










ainfl + ^ sin 3^ + g sin 55 + • ■ • = -re. 

并对 0 的所有使得这些级数收敛的其他的值求出级数 的和. [利用等式 

2 + + … = ^ l 0 g (^ f )， 

其中2 = cosd + isin^. 当0增加 n 时，每个级数的和都改变 符号. 由此推出，第一 
个公式对除了 ji 的倍数之外所有0的值都成立（当0是 n 的倍数时，级数均发散)， 
而当 

2kn < 0 <( 2k + l)n 

时第二个级数的和是当 

( 2k + l ) n < 0 <( 2k + 2)n 

时第二个级数的和是 -in, 又当0是 n 的倍数时，其和为零.丨 
33. 证明： 对所有实的0,有 


{ Math . 7Hp.l932) 




的符号的选取使得 {y/{B^-AC)}/AX 的实部是正数. 


和 Minkowski 不等式.其中第一个不等式需要比在第9节中更为一股的形式,而其 
他两个不等式则可以由第一个不等式推导出来. 

接下来所有的字母都表示正数(严格意义上的).与在第9节中那样可以证明® 


当所有的叫都相等时,此不等式再次转化为等式. 

反过来，如果是任何正的有理数，它们的和为1,我们就能将它 
们化为有共同的分母，并将它们表示成 （3) 的形式，此时 （2) 转化成情形 （1). 

现在要证明： （2) 对所有和为1的实数讲为真（除非所有的屯都相等)•换句 
话说,我们要去掉诸①是有理数的限制条件.我们将把这个定理称为“一般的平均 
值定理”，并记之为 Gm 或者简记为 G. 其证明与此前所说的无关. 

我们可以将证明转化成特殊情形 G 2 的 证明. 这是因为，假设 m > 2,且 G* 己 
经对 fc = 2,3, …， m — l 得证•设 






< … K = (aU，?) V 

< g ( a fi … a^L' 1 ) + q m a m 
<9 (9l<»I + ••+ gJn-lOm-l) + 9mO TO 


第二行里有不等号成立,除非 

… a ^ L ' 1 ==«„， 

第三行里有不等号成立，除非 ai = a2 =…= a m _ 1： 这样一来，除非 01 = 0 2 = 
…=否则总会在某处有不等号 成立. 因此对 fc = m 成立，从而结 
论在一般情形成立 • 

剩下要证明 G 2 . 改变符号,可以把 G 2 写成 

o a 6 1_a <aa + (l-a)6 (0 < a < 1) (5) 

(除非 a = 6) . 不失一般性,显然可以假设& > a .这样 （5) 就是 

6 1_Q - o 1-a < (1 - a) (6 - o) aT a . ⑹ 

但是,根据中值定理（第126节）有 

6 1_ °- a 1_a = (l-a)(6-o) 

其中 a < 《 < &, 这就给出 （6)， 这是因为 -a < 0,故有 a < o- Q . 这就证明了 G 2 , 
从而也就证明了 G™. 

我们还可以将一般性的不等式 G™ 写成如同⑸那样的形式，也即 


a a bP • ■ >l x < aa + 0b + ■ ■ ■ + XI, 
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而 ai，a 2 ，...，o« 和 H"，b n 是两组正数；那么 

— (JO 厂 . ao) 

除非两组數 （a) 和⑻成比例，也即 a™/6 m 与 m 无关，否則有不等号成立. 

这是 (5) 的一个推论.由于 （10) 的每一边关于 a 和6两者都是（一次)齐次的， 
不失一般性，可以假设 

E a= 1 ， E 6=1 . ( U ) 

如果也用 a 代替 1/fc, 用/3代替 1/ k ', 则有+ = 1，又用 a a 和 M 代替 a 和6, 
那么 （10) 就变成 

( 12 ) 

但是,根据 （5) 有 

<5Z(ao + j06)=a + /3 = l = (5^a)° ( 二 6 广 

除非对每个 rnma m = b m , 否则有不等号 成立; 这样一来，当我们去掉条件 （11) 
时,除非 与 m 无关,否则有不等号成立. 

更一般地有 

•• 〜 ㈣ ， (! 》 '•( 謂 ' ㈱ 

如果 

a + 0 ++ (14) 

除非诸数列 (o),(6),•••,(/) 是成比 例的. 这可以从⑺推导出来，就好像从⑻推 
导出 （12) —样，或者也可以从 （12) 本身用归纳法加以证明. 

Minkowski 不等式 (M) 

如果 A; > 1,而 ai，a 2 , …， an 和61,62,…人是两组正教，那么 
/ n X 1 /* / n \ V* In \ 1 / fc 

<(IX) ■ (is) 

\»n=l / \m=i / \m=l / 

除非两组数 （a) 和 （6) 成比《，否«总有不等号成立. 

这个结论可以从 （10) 推出.记 

s=(E («-+‘)* 广 = {E(-+»)*} l/ ‘ 
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(去掉下标).那么 

5 = f a (a + 6)* _1 + f & (a + &) fc_1 ， 

对右边的每一项应用 （10)， 并注意到 ( fe - l ) fc / = fc , 就得到 

s( (e<t {e (»+»)*r + (w (2>+»)*r 
如 《* r +( w *}，， 

m s^' 来除，即得 （15). 除非两组数⑷和⑻中的每一组都与 ( a + 6) 成比例， 
也即除非 （ a ) 与 （6) 成比例,否则总有不等号成立 • 

有一个与之相伴的有用的不等式（在相反的方向上).假设 a + 6 = 1. 此时有 
a < l ,6< l , 所以（由于 *>1)<1*< < 1，6*<6，且有 

o fc + 6 fc < a + 6 = 1 = (o + 6) fc . (16) 

由于最后这个不等式的两边都是 ( fc 次)齐次的,故在一般情形它是成立的（无需限 
制 a + 6 = 1). 由此推出 

53 (<* + *»)*>!>*+ 5^. (17) 

当 a 和6是严格的正数时（正如我们始终假设的那样)，不可能有等号成立的情形 
出现. 

关于不等式的几点说明 

当灸= 2,¥ = 2时， W 不等式变成 

0» 2 <5> 2 5> 2 ， 

这是 Cauchy 不等式（第1章杂例第10 «). 如果在 M 中假设 * = 2和 n = 3 ,并 
取数组⑷和 (&) 是和 *2, 1/2,勿，则它变成 

yj {(*1 + x 2 f + (Vi + V2) 2 + {zi + «a) 2 } < y/(^ + yi + zi) + \/(4 + ^ + z 2) - 

此式表达了如下的事 实：以 (0,0,0) , (*,, ffl t Z X ) , (- x 2 , - w , ~Z2 ) 为顶点的三角形的 
—边小于另外两边之和.当幻与 x 2 ,y2,z 2 成比例时，也就是说当三角形退化 
时，该不等式变成为 等式. 一般来说， M 将“三角不等式”拓展到 n 维空间中，在 n 
维空间中两点 Pi,P 2 的距离定义为 

(|xi - X 2 \ k + |yi - Vi\ k + _ 勿 I* + …)/ • 


(E 矿 =(E». 1)* < (E!r=E A 

但是第 1 章杂例第 8 题中的不等式 （6) 不能由这里证明的任何不等式推导出来，事 
实上它是一个不同类型的不等式，称为 Tchebychef 不等 式：见 Inequalities 一书第 
43页. 

当 A: 是有理数时，好和 M 是代数定理，于是希望它们的证明也是用代数方法 
给出的,也即其证明不依赖于任何种类的极限 过程. 这样的证明可以在 Inequalities 
一书第2章中找到（在那里还讨论了许多类似的定理以及相应的推广的结果).如 
果*:是无理数， x* 不是代数 函数： 此时不存在寻求代数证明的问题.例如,本书中， 
^是作为 exp(*l°gx) 来定义的，因此,我们所给出的证明需要依赖微积分学中的 
方法以及对数和措数函数的理论就是很自然的了. 































此时有 

f(z) = me^ + ap k e' (a+k ^+g, 

其中 w 选取多使得 

a + k^> = n + n, (2) 

这样就有 

/ ㈤ = e ”m- a p*+se ’}， 

1/ (*)1 = |m - ap k + pe _iM | < m - ap fc + |ff| < m - < m，® 

这是一个矛盾.由此推得 m = 0,也即/(匈）= 0. 

当我们选取4使之满足 （1) 时,亊实上就是在求解方程 
C fc = Ve 1(#， ~ a) - 

换言之，我们用了如下的 亊实： 特殊形式的方程 

z"-c = 0 (3) 

总有一个根，也即“基本定理”对二项方程 为真. 当然，根据第48节（以及后面关 
于三角函数和指数函数所作的严格讨论）我们知道,亊实上 （3) 有 n 个根 • 

然而，寻求这个定理的一个独立于三角函数理论的证明有某种逻辑上的意义. 
如果对于特殊的方程 (3) 已经有了一个证明的方法，则我们的方法将会对定理给出 
这样一个证明；在 Journal of the London Mathematical Socie 勿第 16 卷的一篇注记 
中， Littlewood 指出了可以怎样将吓界”方法应用到特殊的函数 

f(z) = z n -c ⑷ 

上去，从而完成这一证明，其中 C = a + i& # 0. 

我们知道（第46节例XXI第 （W) 題)，任何二次方程,特别是方程 d = r 都 
有根.事实上它的根是 


- «}] ， 

如果& > 0,则两个符号相同， 如果 b < 0, 則两个符号相反.于是，如果 n = 2^N, 
其中 AT 是奇数，通过求解*/个二次式，可以将 （3) 的求解问题转化为一个方程 
z N -d = Q 的求解 问题. 这样一来，我们可以假设 n 是奇数. 


①此处原书英文版误写为|/ (*)| = |m - 一 + … . ——译者注 
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现在如前一样来对特殊的函数 （4) 加以 讨论. 这里有两种可能 性：要 么勿乡0, 
要么20 = 0•如果 2d # 0,那么 

/(zo + <) = /(*d) + »Wo _1 C+ - =/(*to)+ ^iC+ ••- - 
其中# 0,所以 it = 1. 于是完成这一证明就只需要求解一个线性方程.如果相 
反地有勿= 0,那么 

/(z)=m=c_c. 

如果给 C 以四个值 ±p,±ip(p 很小)，那么（由于 n 是奇数 )/(0 取四个值 
-c±S n , -ciiT. 

换句话说，如果 P 是点 f(zo), 或者说是 Argand 图中的 _ C ， 那么在这四种情形下 
表示 f(z) 的四个点是由 P 通过在与坐标轴平行的四个可能的方向中的每一个方 
向上作小的位移得到的.其中至少有一个使得 P 更加接近于原点®,又如果 C 有适 
当的值，则|/(*)| < |/(勒) I. 这样就得到完成证明所需要的矛盾.这一证明的主要 



equations -书第2章里有关于这个证明的一个说明. 


对于“基本定理”所给出的许多证明中，使代数学家最为满意的一个证明大 
概是 “Gauss 的第二个证明”(按照后来的数学工作者所给出的简化形式之一).见 
Gauss 的第3卷第33〜56页,或者参看 Perron 所著 Algebra —书第1卷第 
258~266页.不过这些证明要长得多. 

附录2的例子 

1. 证明： /⑷= 0在不经过任何根的闭围道内的根的个数等于当2描绘出该 
围道时 

士 1 — 

的增量. 

2. 证明 ：如果 /?是任意一个满足 



的数，那么 z" + aaz^- 1 + ••• + a n = 0所有的根的绝对值都小于 R 特别地，证 
明： z 5 - 13Z - 7 = 0所有的根的绝对值都小于2焱. 

①使纵坐标保持不变，而使横坐标的绝对值臧小，或者反 过来. 






种根的个数分别为 p 和 p. 讨论 a = 0或者6 = 0的特殊 情形. 对 p = 1的情形验 
证这些结论. 


mz 描绘出一个中心在原点、半径为丑的大的半圆以及虚轴被该半圆截下的 



以及实部为负数的根的个数根据 n 是奇数还是偶数而分别为 n- 1和 n +1以及 
ri 和 r». (Math. Trip. 1891) 


6. 点勿，句， z 3 构成复平面上一个三角形，该三角形的内部位于从 到勿这 
条边的左边.证 明：当 2沿着连接点 z = *a,2 = z 2 的直线从接近 A 的一个点移动 
到接近勿的一个点时， 

am ( —— + + —) 

2 -勿 z-z 3 ) 

的增量接近等于 Jt. 

7. 包含三个点 Z = Zi,Z = Z2,Z = z 3 在其内部的一条围道由 Zl,Z2,Z3 所构成 
的三角形的边的一部分以及以这些点为圆心的三个小圆位于该三角形外部的部分 
所定义.证明：当*描绘出该围道时， 

am (」一 + 」一 + 丄 ) 

\X — X\ Z — Z2 z - «3 / 

的增量等于-加. 

8. 证明： 环绕一个三次方程/(*) = 0的所有根的闭卵形曲线4环绕它的导出 
方程尸( 2) = 0 的根 j 利用等式 

n* 卜 /«(占+占 + 占） 

(其中是 /(*) = 0的根）以及第 7 题的结论 .] 


9. 证明： 广⑷= 0的根是与三角形 (zuza,z 3 ) 的边在边的中点相切的椭圆的 






10. 将第 8 题的结果推广到任意次数的方程 • 

11. 如果/⑷ 和多⑷ 是两个关于2的多项式, 7是不经过 /( 幻的任何根的 
条围道，且在7上所有点均有 0(*)1 < 1/㈤I,那么方程 


附录 3 


关于二重极限问 题的一 个注记 

在第9章和第10章里,我们接触到分析中一个极其重要的一般性问通的某些 
特殊情形. 

在第220节中我们证明了 

log(l + ar) = a;-^ + i* 3 -, 

其中 -1 < z 彡1,这是通过对等式 

TTi = 1 ~ t + t2 -- 

在0与 a: 之间积分而得到的.我们所证明的就是 

- ■ 

或者换言之，无穷级數 

的和在积分限0与 z 之间的积分等于它的各項在相同的积分限之间的积分之和. 
另外一种表达方式就是说，从0到 oo 的求和运算与从 0 到 X 的积分运算在运用到 
函数 (-l) n r 上时是可以交换的，也就是说，它们在对函数作用时按照何种次序进 
行是无关紧要的. 

在第223节中，我们还证 明了： 指数函数 

expx = 1 + x + ^ H - 

的微分系数本身就等于 expx, 也即 

At (1 + a: + 盖 + …) = D X 1 + DxX+ + ■ • • ; 

这也就是说，级數之和的微分系数等于它的各項的微分系数之和，或者说，从0到 
oo 的求和运算以及关于 a: 的求导运算运用到 x"/n! 上时是可以交换的. 






在第 223 节里还附带证 明了： 函数 exprr 是； E 的连续函数，或者换言之有 

S ( 1+I+ 筝 + ...) =1+|+ 1 + ... = 鹄 1+ & 1+ 鹄盖 + ... ; 

也即级數的和的极限等于各項极限之和，或者说成级数之和在连续,或者说， 
从0到 oo 的求和运算以及： r 趋向《这一极限运算在运用到 x"/n! 上时是可以交 
换的. 

在其中的每一种情形,我们都对这一结论的正确性给出了一个特殊的 证明我 

们还没有证明任何一个一般性的定理，由此一般性的定理可以立即推出其中任何一 

个特殊结论的正确性.在例XXXVII第 （1) 题中我们看到，有限多个连续的项之和 

本身仍是连续的，在第114节里我们看到,有限多项之和的微分系数等于它们的微 
分系数 之和； 而在第165节里我们对定积分陈述了相应的定理.例如我们证 明了： 
在某些情况下，由符号 



所给出的诸个运算关于有限多项的求和运算是可以交 换的. 在某些可能精确定义 
的情况下，自然会假设它们关于无穷多项的求和运算也是可以交换的.作这样的假 
设是很自 然的； 不过这也就是我们当前有权说的全部内容. 

几个进一步的有关可交换的以及不可交换的运算的例子或许有助于对这些要 
点予以说明. 

(1) 用2作乘法和用3作乘法总是可以交换的，这是因为对所有 ：r 的值都有 
2x3xz = 3x2x2. 


(2) 取 2 的实部的运算与用 i 作乘法的运算除了 z = 0 之外永远不可 交换； 因 
为 

i x R(x + iy) = ix, R(i x (i + iy)) = -y. 

⑶关于两个变量 z 和 y 中的每一个都趋向极限 0 的运算运用到函数 f(x,y) 
上可能可以交换，也有可能不可交换.例如 

(* + »)}=^* = 0, y ^{Bm(x + y)} =㈣!/ = 0; 

但是另一方面却有 

lim ( lim —~ - ) = lim — = lim 1 = 1, 

*— 0 x + y J x—ox x—o 

lim { Um 1 = lim —= lim (-1) = -1. 
w—o \x->ox + yJ v—o y v->o 








论如何，它对于所考虑的问题给出一条有价值的线索.如果缺少对于一般性问题的 
进一步研究,或者缺少对于像在第220节中所给出的特殊问题的特别研究,这样得 
到的答案必须视为仅有参考价值但却未被证明的结论. 



































无穷大的尺度,; 





